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La première Partie de cet Ouvrage est ronsaOrée à Texposition 
d'une théorie des fonctions, d'après les idées de Cauchy. Le prin- 
cipe fondamental de cette théorie est la considération des fonc- 
tions d'une variable imaginaire. Il apparaît pour la première fois 
dans le Mémoire célèbre de i SaS sur les intégrales définies prises 
entre des limites imaginaires. Depuis, par les travaux de Giuchy 
et des géomètres qui ont suivi ses traces, il a reçu des dévelop- 
pements tels, et a conduit à la découverte d'un si grand nombre 
de vérités nouvelles, que son importance est aujourd'hui univer- 
sellement reconnue. Cependant on constate avec regret que, dans 
quelques ouvrages coHsacrés à cet ordre de recherches, on ne 
rend pas à Cauchy la justice qui lui est due. 

Dans la théorie de Cauchy, la marche de la variable imaginaire 
est figurée par le mouvement d'un point sur un plan. Pour repré- 
senter les fonctions qui acquièrent plusieurs valeurs pour une 
même valeur de la variable, Riemann regardait le plan comme 
formé de plusieurs feuillets superposés et réunis par des soudures, 
de manière que la variable puisse passer d'un feuillet à un autre 
en traversant une ligne de raccordement. La conception des sur- 
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faces à feuillets multiples présente quelques difficultés ; malgré les 
beaux résultats auxquels Riemann est arrivé par cette méthode, 
elle ne nous a paru présenter aucun avantage pour l'objet que 
nous avions en vue. L'idée de Cauchy se prête très-bien à la 
représentation des fonctions multiples ; il suffit de joindre à la 
valeur de la variable la valeur correspondante de la fonction, et, 
quand la variable a décrit une courbe fermée et que la valeur 
de la fonction a changé, d'indiquer ce changement par un 
indice. 

Pour étudier la variation de la fonction, quand la variable z est 

très-grande, on pose z -- -,9 et l'on donne à z des valeurs très- 

petites; la nouvelle variable est figurée, comme la première, par 
le mouvement d'un point sur im plan. Si l'on conçoit que les 
deux plans relatifs aux variables z et z' soient tangents à une 
sphère aux extrémités d'un diamètre, on remarque que les droites 
qui joignent les deux points correspondant aux extrémités du 
diamètre percent la surface de la sphère en un même point ; on 
transporte ainsi sur la sphère les deux figures planer. Cette consi- 
dération de la sphère, due à M. Neumann , est commode dansl'étude 
des fonctions algébriques, elle simplifie les énoncés : nous l'avons 
adoptée dans cette seconde édition. Toutefois, nous ferons re- 
niarquer que le raisonnement reste le même ; après avoir 
étudié la marche de la fonction pour les valeurs finies de z, sur le 

premier plan, il est nécessaire d'opérer la transformation z ~- - » 

et d'étudier comment se comporte la fonction dans le voisinage 
du point s'=: o, sur le second plan; on réunit ensuite les deux 
parties de la démonstration à l'aide de la sphère. Ceci nous donne 
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r occasion de répondre à des critiques qui nous ont été faites au 
sujet de quelques théorèmes contenus dans la première édition de 
cet Ouvrage ; on oubliait sans doute la seconde partie de la dé- 
monstration, sur laquelle, pour éviter les longueurs et les répé- 
titions, nous n'avons pas toujours assez insisté. 

Après cette étude générale des fonctions, nous nous occupons 
spécialement des fonctions doublement périodiques. Les fonctions 
elliptiques sont les plus simples d'entre elles. Ce sont les intégrales 
elliptiques qui se sont présentées d'abord dans le Calcul intégral ; 
elles ont été étudiées à ce point de vue, dès 1 786, par I^egendre, 
qui en a trouvé un grand nombre de propriétés; le grand Traité 
des Fonctions ellipti(iues, publié en 1826, contient le résultat de 
ses longues et patientes recherches. Abel, le premier, en 1826, a 
considéré les fonctions elliptiques proprement dites, qui sont les 
inverses de ces intégrales, et a reconnu l'existence des deux pé- 
riodes. Vers la même époque, Jacobi s'est occupé du même sujet, 
et les immortels travaux de ces deux grands géomètres ont paru 
dans les premiers volumes du Journal de Cretle. 

Les recherches d' Abel ne se rapportent pas seulement aux trans- 
cendantes elliptiques, mais à d'autres transcendantes d'un ordre 
plus élevé : il a découvert à ce sujet un théorème que l'on regarde 
comme une des plus belles conquêtes de l'Analyse moderne. 
La considération du chemin suivant lequel s'effectue l'intégra- 
tion, d'après les principes posés par Cauchy , était nécessaire pom* 
donner à ce théorème son sens précis et sa vraie signification. 
C'est en suivant la voie ouverte par Abel qu'un grand nombre de 
géomètres éminents de notre époque ont enrichi la Science de leurs 
brillantes découvertes. 
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Nous devons rappeler que M. Liou ville a exposé, dans un 
cours professé au Collège de France, une théorie des fonctions 
elliptiques basée sur la considération de la double périodicité. 
Le programme de ce cours a été publié dans les Comptes rendus 
de i85i . Les savantes leçons de l'illustre géomètre, et les beaux 
travaux de M. Hermite sur le même sujet, ont été le point de dé- 
part de nos propres recherches. Nous devons beaucoup aux af- 
fectueux conseils que M. Hermite a bien voulu nous donner pour 
cette seconde édition de notre Ouvrage. 
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LIVRE VI. 



DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



CHAPITRE PREMIER. 



LES INTÉGRALES ELLIPTIQUES. 



Transformation générale de Jacobi. 

260. Étant donnée une expression différentielle -y^» oii Y désigne 

un polynôme entier du quatrième degré en j^, la question traitée par 
Jacobi [Fundamenta noça theoriœ fonctionum ellipticarum, 1829) con- 
siste à déterminer deux polynômes U et Y entiers en œ^ tous deux du 
degré />y ou Tun du degré p^ l'autre du degré/? — i, de telle sorte que» 

si Ton pose y = ^y l'expression difi^érentielle proposée se transforme en 

une autre de la même forme -p:i X désignant un polynôme entier en x 

du quatrième degré. 
Soit 

Y = (r-a)(r-ft)(/~o)Cr~rf); 

on a 

/Y =r ;! v/(U-aV)(U-~AV)(U~cV)(U~rfV). 

Le polynôme en x placé sous le radical est du degré 4/'- Supposons-le 
décomposé en ses facteurs premiers; pour que la transformation s'opère, 

53 
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il est nécessaire que tous ces facteurs soient doubles, excepté quatre; 
alors un polynôme du degré 2/? — a sortira du radical, et il restera sous 
le radical un polynôme du quatrième degré. 
Cette condition suffît. On a, en effet, 

j dx dx j 
dyz=z ^p5 dx. 

Le polynôme M = V^ U ^ est du degré 2/> — 2; car, si les deux 

polynômes U et V sont du degré/?, les deux termes du degré 3/> — 1 
se détruisent. Les facteurs doubles sous 4e radical ne proviennent pas 
de deux facteurs distincts ; car, si une valeur de x annulait, par exemple, 
U — aV et U — 6V, elle annulerait les deux polynômes U et V, que l'on 
peut supposer premiers entre eux. En mettant M sous la forme 

on reconnaît que tout facteur double de U —- aV divise M. Le polynôme 

du degré np — 2, que nous faisons sortir du radical, divise donc le 

polynôme M, qui est du même degré ; le quotient est une constante, et, 

par conséquent, on a 

dy _ dx 

X étant un polynôme du quatrième degré en x. 



Transformation du premier degré. 

261. Lorsque les polynômes U et Y sont du premier degré, la trans- 
formation réussit, quels que soient les coefficients de ces polynômes. 

fît I TLX 

Si Ton pose y = ? on a, en effet, 

dr {n — m)dx 



^Y ^{m--a)'h(n---a)x][(m—-b)-\-{n'-b)x][(m--c)-h{n--c)x][(m--d)-h{n--d)x] 
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Oo peut âéterniiner les coefficients m et n de manière que le poly- 
nôme du quatrième degré en x, placé sotiâ le radical, ne contienne que 
des termes de degrés pairs; il suftit pour cela que, dans le produit 
des deux premiers facteurs et dans celui des deux derniers, les termes 
du premier degré soient nuls, ce qui donne les deux conditions 

(m — «)(« — 6)H-(n — a)(/n — ft) = o, 

(m— c)(ii-— rf)-h(/i— c){m--d) = o; 



d'où Ton déduit 



2ntn — {c -hd){m-hn) -f-2C(/=:o, 



et, par suite. 



^ ' a-hb — c — d 

(3) *!=: (n^fn)d^ 



>fY v^[(m— a)(/n— 6)-+-(n— a)(n— 6);r»][(m-.c)(m-rf)-f-(ii— c)(n— ri):p»] 

Une transformation ultérieure très-simple ramènera le polynôme X, 
placé sous le radical, à la forme canonique (i — a?') (1 — k^x^). 



Autre transformation du premier degré. 

262. En introduisant une constante de plus dans la formule de trans- 
formation, on peut effectuer d'un seul coup la transformation complète. 

Si Ion pose, en effet, y = - , > on a 

dy ( n — mn! ) dx 

53. 
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Le polynôme du quatrième degré en x sera ramené à la forme cano- 
nique (i — a?*)(i — A* a?*), si Ton a 

=k, 

\ m. — fi fWL — c; 

(4) 

= -k, 



/i— n'a 

^— .- — 1 


n — n! c 


m — a 


m—'C 


n— n'b 


n — n'd 


m b '' 


m — d 



ce qui fait quatre équations à quatre inconnues m, n, n', k. On déduit 
de deux d'entre elles 

,^, , a -h 6 — 2 m 2a6 — m (a h- 6) 

(5 n! z= j. — , nz=z 1^ -S 

^ ' a— b a — b 



et, en remplaçant dans les deux autres» 

! 2^6 — (a -H 6)c + c(a— ft)/r = m[a-f- 6~ 2C -f- (a — 6)A*], 
aafr — (a-H b)d'-d{a — 6)/r = m [a -H 6 ~ 2rf — (a —• 6)/r]; 

l'élimination de m conduit k une équation du second degré 

{7) (a — 6}(c— rf)(A*'4-i) — 2[(aH-6)((;4-rf) — 2a6 — 2crf]/r = o. 
Remarquons que 

(a 4- 6)(c4-rf) — 2a6 — 2cd = (a — rf)(c — 6) -+-(a — c)(rf— 6) = A-f B, 
(a-A)(c~rf) = (a-rf)(c-6)-(a-c)(rf-6)=::A-B. 

En résolvant l'équation du second degré» on trouve 

__ A4-Bip2v/ÂB _ (\/Â=pv^B)' __ y/ÂzFv/B 
A-B - A-B ""v^dzy/B' 

Si l'on pose 

U = s/{a-d){c-b), H'=:v^(a-c)(é/~6), 



j 
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OQ aura 

(8, *=|=5;. 

De l'une des équations (6), on tire ensuite 

b(a-c)n-a{c-b)W 



m 



(a — c)H — (c — 6)H' 



En divisant les deux termes par ^/{a^^^^c){c — b) et posant 



Gz=z^(a-c)(a — d), G' = \/(c-b)[d—b), 

on a 

, , bG — aG' 6G-f-aG' , G + G' 

(9) "»= G-G' ' "= G-G' ' '*=G"=G^' 

On en déduit 

(a-b)G ^ ._ (a-b)G' 
"-**=- G-G' * "*-*— G-G» ' 

(c-6)G + (a-c)G' /; TT7 :H + H' 



m 



. (rf-6)G + (a-rf)G' ,;:, — j^r,- ^, H + H' 



, 2(a-6)GG' 
n-mn= (g_g'). ' 



I-, ~ jr- -. -r-. (a-&)GG'(H + H') 

\l(m — a)(m-b)(m-c){m — d) = tG — Gf\* " 



La formule de transformation devient 

a + b a — b n'-+-« 



(lo) r= 



Il , 11/ 

et, si Ton pose g = > on a 



{") 



2 I -f- n'x 



V/Y ff^{i-iP')(i-Ar'x') 
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Il résulte de \h que l'intégration de l'équation différentielle 

est rameDée à celle de l'équation 

dont la fonction intégrale est ^r = X (;s — z^^ g^ k). 

Nous ayons effectué la transformation en disposant dans un certain 
ordre les quatre facteurs du premier degré qui forment le polynôme Y. 
Examinons combien on obtient de transformations» en disposant ces fao* 
teurs dans différents ordres. Lorsqu'on permute les deux lettres a et 6, 
ou les deux lettres c et d^ leâ deux racines de Téquatiôn (7) et» par 
conséquent» les deux valeurs de k changent de signe; mais on ob- 
tient la même expression transformée (11). Si l'on permute en même 
temps a et c» h et d^ l'équation (7) ne change pas. En ne distinguant 
pas les valeurs de k égales et de signes contraires» on n'a ainsi que 
trois équations différentes du second degré; elles correspondent aux 
trois dispositions (a» 6» c» d)^ (a» c» 6» d), [a, d, b, c)» et donnent six 
valeurs de i réciproques deux à deoï. 



Première transformation du second degré. 

263. Lorsque les polynômes U et Y sont du second degré» chacun 
des facteurs sous le radical étant du second degré, il est nécessaire 
que deux de ces facteurs soient carrés parfaits. Nous choisirons donc 
les deux polynômes U et Y» de manière que l'on ait 

(12) U — aY=:A(in'-*-m^)% U— 6Vc=B(ii'-H nx)'; 

la formule de transformation sera 

I t ^ l ■ 1 1 ■ ■ ■ ■ .. 1 _• ■ m » lÉ 
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et nous aurooa 

_VrfU-UrfV (U-6V)rf(U-aV)-(U~aV)rf(U.~6V) 

, 2AB(mii' — nm') (mf -^ mx)(n' ^ nx)dx 
^•^= (a^6)V' ' 

ify 2 (mn! — nm' ) v'ÏB dx 

^~ «-* v/(U-cîVj(U — rfV)' 

La transformation réussit, quelles que soient les valeurs attribuées aux 
constantes m, m\ n^ n\ Â, B» que Ton peut réduire à quatre» pourvu 
que la quantité mn'— nm! soit différente de zéro. 

Proposons-nous maintenant de déterminer ces constantes , de ma- 
nière que le polynôme du quatrième degré en x^ placé sous le radical, 
ait la forme canonique (i — x^) (i — Po?*). Il y a deux manières d'y 
arriver : c'est de poser, soit 

(i4) U-^cV=:=C(i~;f»), U--dV=D(i-/f^«:'), 

soit 

(i5) U — cV— C(i — ^)(i — /ra:), U - riV=:D(i -f-^)(n- A*a:). 

Examinons d'abord le premier mode. Des équations (i4)> on déduit 

Y — c C I — x^ 



cette expression dey ne contenant pas la première puissance de Xf il est 
nécessaire que le second membre de l'équation (i 3) ne la contienne pas 
non plus, ce qui exige que l'on ait, par exemple, m = o, /i'= o. On 
peut, dans ce cas, faire m' = n = i , et réduire les équations (12) et (i 3) 
à la forme 

(16) U — aV=A, U-6V=Bx', 

r—b B 

17) •'- =T^- 

^ " y — a A 
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Pour que les polynômes U — cY, U — d\, qui ne contiennent pas la 
première puissance de Xy aient la forme voulue» il est nécessaire et il 

suffit qu'ils s'annulent, le premier pour a? = i» le second pour ^ ^ t> 

c'est-à-dire que les valeurs correspondantes de y soient e et d\ il en 
résulte, d'après l'équation (17), les deux relations 

(18) 
d'où 



c-b B 


d-b B I 


c — a A 


d a~ k h' 



^^' "-y (c-a){d-b) 

m 

On en déduit le module complémentaire 






b) 

On déterminera les coefficients C et D» en remarquant qu'à a? = o cor- 
respond 7= b\ d'où 

, , C b — c D 6 — rf 

(20) 



A b — a A 6— a 



1 



le coefficient A reste arbitraire. 
La formule de transformation (17) devient 

b(c — a) — a(c '-b)x^ 

^^^^ ^''~ (c-a)—[c-b)x^ ' 

et si Ton pose 

(aa) gr=i^(c~a)(£/-6). 



on a 



djr rfr 
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Deuxième transformation du second degré. 
264. Examinons maintenant le second mpde. Nous avons posé 

(,5j U — cV=C(i - ar)(i — kx), U - rfV=D(i -+- a:) (i 4- kx). 

Pour que les polynômes U — cV, U — rfV aient la forme voulue, il est 
nécessaire et il suffit qu'ils s'annulent, le premier pour x = i et a? = j ? 

le second pour or = — i et a? = — t? ou, ce qui est la même chose, que 

les valeurs correspondantes de y soient y = c et y = rf. Il en résulte, 
d'après l'équation (i3), les quatre conditions 



c-h 



(23) 



a~" A \m' -{- m) '^ k \m! k + m) ' 

ZL* — 1 / n'^n Y __ B / nfk — n \\ 
— a k\m' — mj A\m'k—-mj' 



d-^-b 
d 



On en déduit 



I n'k-hn y_ / n'-i-n y ( n'k—n y_ I n'—k \ 
\m'k-\-ml \m' + m) ' \m'k — m) "~ \m' — m] 



et par suite 



nJk-h n 

mfk -h m 



n' -{- n n'k — n 



m: -^m 



m!k — /n 



n* — n 

^ * 

m* — m ' 



il faut prendre le signe -- devant les deux seconds membres, sans quoi 
on aurait A = i, U — cV et U— rfV seraient carrés parfaits; mais déjà 
nous avons supposé que les deux polynômes U — aV, U — 6V sont 
carrés parfaits; or il est facile de s'assurer que les quatre polynômes ne 
peuvent être k la fois carrés parfaits. On a donc 



n'k-^n 

w!k -+-/n 



n'-h n n'k — n 



n'— n 



m! -{- m m' k — m m! ^ m 
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d'où 

m' n 

Aucune des deux constautes m! et n' ne peut être nulle; on fera pour 

simplifier m' = n = i ; on a ainsi n = — m, A = m' ; on prendra m = sjk^ 

/i = — V*. Si Ton remplace tw et n par leurs valeurs, les relations (a3) 
deviennent 

On en déduit 

i-h \Jk 



sfk 



_ , Ma-c)(d-b) 
-y (a-d)(c~b) 



Si l'on pose, comme au d° 262, 



B.=i^(a — d){c — b), li.'z=^{a — c)[d — b), 

on a 

(aS) Jl= — 2—. ï__' 

^ ' . ** VH + v/H' 

■ 

L'une des équations (24) donne le rapport 

On obtient les deux rapports v ^'' Â' ^^ remarquant qu'aux valeurs 

a? = — I , a? = I correspondent respectivement les valeurs j^= rf, j= c 
et comparant les expressions (12) et (i5) ; on trouve ainsi 

^"' A i/— a 2(i4-A-) ' A c — a 2(i + A-j 
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La formule de transformation est 



(28) 



r-b _ c — b r (i + V^)(i-a:v/A-) 1' 



— b _ c — b r(i + 



et l'on a [Fundamenta de Jacobi] 

(20) rfr3,4v^./ÂB dx 

\j\ «-ft V CDy/(,_ar')(i-*>x') 



Transformations réelles. 

265. Lorsque le polynôme Y a ses coefficients réels, et que y varie 

entre des limites telles» que \I±X soit réelle/ce qui a lieu dans les appli- 
cations, on cberche à opérer la transformation à l'aide d'une formule 
réelle» et de manière que le module k soit inférieur à l'unité et que x 
varie entre — i et H- i. Il y a plusieurs cas k considérer» suivant que 
les quatre racines du polynôme Y sont réelles, deux réelles et deux ima- 
ginaires, ou les quatre imaginaires, et que le polynôme, sous le ra- 
dical, est précédé du signe 4- ou du signe — . 

Considérons d'abord le cas où les quatre racines sont réelles. Nous les 
supposerons rangées par ordre de grandeurs croissantes, savoir : 
a<ih<ic<id. Nous opérerons la transformation par une formule du 
second degré, et nous adopterons de préférence le premier mode, qui 
est plus simple que le second (n^ 263) : 

i^ Soit d'abord k transformer —- Pour que le radical soit réel, il 

faut que y varie de 6 à c, ou de rf à 4- 00 et de -7 00 à a. 

Dans le premier cas, nous prendrons les formules telles qu'elles ont 
été établies 



"») *=\/!^iis^îi- ^=S/^^,' >=\^^^=^n^). 

b(c — a) — a(c — b)x* 

^^^' ^- (c-a)-(c— 6)a:» ' 

le module k et le multiplicateur g sont réels, et le module inférieur ^ 

54. 
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Tunité. La formule inverse 



(c- — a){r — b) c — a 



(c — 6j(j 



— b) c — af b^a\ 

— a) ~" c — è \ ""r — ^/ 



déduite de l'équation (17), montre que, quand j' croît A^b^iC^x croît 
de o a I. 

Dans le second cas, nous prendrons les formules que l'on déduit des 
précédentes, en perniutant aeic^b et d\ le module et le multiplicateur 
ne changent pas; la formule de transformation devient 

(32) r = 



(c — «) — (rf — tf)^' 



La formule inverse 



^, __ {c — a)(r — d) _ c — a l _ d — c \ 
(d — a)(x — c) d—aX J— c/ 

montre que, quand y croît de rf à -f- 00 , puis de — 00 a a, a? croît 

/ c — n 

de o à 1/37^^ puis de cette quantité à i. 

2** Soit maintenant à transformer -==• Pour que le radical soit réel, 

il faut que y varie de a à 6 ou de c à ^/. Dans le premier cas, nous pren- 
drons les formules que Ton déduit de (3o) et (3i) par une permutation 
circulaire des quatre lettres a, 6, <?, d en sens rétrograde, en ayant soin 

toutefois de multiplier g par \/— i. 



(33) ^-v/i^^§l^^' ^-V/(?^âfc|' .= ^v/(^^^)(^. 

a{d-b) + d{b-a)x' (d-bUr-a) 

1^4; r- (</_t)+(i_a)a:» ' * -(b-a){d-r} 

Quand y croit de a ïi b, ce croit de o à i. 

On obtient les formules relatives au second cas en permutant dans 
les formules précédentes a etc, b et d; le module et le multiplicateur 
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ne changent pas; la formule de transformation devient 

c{d-b}-b(d-c)ar' ._d-b( c-h\ 

(^^^ ^- {d-b)-{d-c)x' ' ^-jz:^i'-73^j- 

4 

Quand y croit de c tkd^ x croit de o à i . 

266. On déduit facilement de ce qui précède les formules de trans- 
formation relatives au cas où le polynôme placé sous le radical est du 
troisième degré; car Texpression 



se réduit à 



\/^-\/=;=(r-«)(r-*)(r-^)('-J) 



v/qh(r~a)(r-6}(r-o) = ^^Y; 



quand d augmente indéfiniment. Il suffira d'introduire cette hypothèse 

dans les formules, en ayant soin de diviser g par v^. 

Supposons les trois racines réelles et rangées par ordre de grandeurs 

croissantes, a < 6 < c. i® Soit d'abord k transformer —- -, pour que 

le radical soit réel, il faut que y varie de 6 à c ou de — oo à a. Dans le 
premier cas, on emploiera les formules (3o) et (3i), qui se réduisent à 



(36) 



k^J'—-. /r'--V^^. ^--V^-^, 
b{c— a) —aie-— b)a:^ c — af 6 — a\ 

Quand^ croit de 6 à c, a? croit de o à i . Dans le second cas, on emploiera 
les formules (3o) et (32) ; le module et le multiplicateur sont les mêmes 
que dans le cas précédent; la formule de transformation se réduit à 

(38) r = c ~-5 x* = . 

* x^ c — y 

m 

Quand y croît de — oo à n, a? croît de o à i . 

2^ Soit maintenant a transformer y^* Pour que le radical soit réel, 
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il faut que y varie de a à 6 ou de c à + oo • Dans le premier cas» on 
prendra les formules (33) et (34)» qui se réduisent à 



(39> 1'-^—: *'=\/^- «=ï^^«. 

(4o) 7- = a-+-(6 — û)arS x'^y^- 

Quand j^ croit dea^b^x croit de o à i . Dans le second cas» on prendra 
les formules (33) et (35). Le module et le multiplicateur sont les mêmes 
que dans le cas précédent; la formule de transformation devient 

c — bx* c — b 
(ai) r=: --> x^ = i r- 

Quand y croît de c à -h oo , a? croît de o à i . 

267. Considérons actuellement le cas où le polynôme du quatrième 
degré Y a deux racines réelles et deux imaginaires. Soient a et b les 
deux racines réelles, a étant plus grand que 6, c=a-i- j3i, d=a — ^i 
les deux racines imaginaires» /3 étant un nombre positif. Nous com- 
mencerons par opérer la transformation du premier degré la plus 
simple» celle qui consiste à faire disparaître les termes du premier 

degré dans le polynôme X (n° 261). On a posé, pour cela, y= ; 

on détermine les deux constantes m et n à Taide des formules (i) et (2), 
qui deviennent ici 



(4^0 



2(a6--a»— 6») 
a-^ — 2a 



m — n = 2 --^ Sr^= ^--^ 

a-h — 2« 



Pour effectuer le calcul, nous emploierons deux angles auxiliaires <p^ 
et 93, définis pai^ les formules 

43) iang(p. = ^^^, tang?, = -^j 
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et nous poserons 

(44) ?=^"^' 9 =^^^-^- 

Des formules (43) on déduit 

«-+- 6 a— b sinscp' 



(45) { =* " '•""'^' 

(a — 6) cosçi coscpi _^a — b cosay^ H-cosay' 

Les équations (4^) deviennent 

/ IX / j;v "■+- cosay'cosay" 

., cosao' -i- cosa©'' 
' sinay' sina<p 



d*où 



imx a-^h a — b^ . „ a-^-h a^h 

(46) m = tangf' lang<p' , n — coi<p' C019", 



On en déduit 

a — b coscpi a — 6 coscp^ 

a cos 9' cos f a sm 9' sin 9^ 

, a — b COS9, , a — 6 COS91 

a cos 9' cos 9'' a sin9'sin9'^ 



, ,, 5109' COS91 cos 9, , . . cos 9' COS91 cos 9a 

^ ' 51029'' cos 9' ^ ' sm a 9'' 8109' 



^ '^ ' \ 2 / cos» 9' cos' 9*' 

(n — a)(/i — 6)= ( ) . , , . J„ y 

* '^ ' \ a / sin*9'sin'9 

i \/ ^\ / \ï . /a« /^ AN» cos»9, C0S«9, 

^ '^ ' ^ / r \ / sin'a9 cos"9' 

/ M j\ i ^'^ Q-^ f L\* COS* 9i COS' 9, 

(ii-^c)(ii — rf) = (/i — a)*-f-P*~(a — 6)» ., „ . 7; ' 
^ '^ ' ^ / r \ / sin»29^sin*9' 
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La formule de transformation y = — — — devient 

,, . a-t-6 a — b tangf' langtp" ■+- x C0I9' coi(|>" 

et Ton a 

dr _ 2 cotç'coscp'' rfj: 



(48) 



^H=Y a — b y/qrcos<p, cosç, v^(i — ar»coi'9'col*9'')(i -H^'coi'ç') 



On effectuera une seconde transformation en posant 

(49) X = tangç' tang9* C099, 

ce qui donne 

.^ V __ g 4- fe <?. — fe lang9'tang9'' -f- cosq? 

^ ' ^"~ 2 2 I -t-iang9'iang9''cos<p' 

dr y^^~côs9iCOS9î ^9 



(50 



^zhY P \/ir- sin'9''sin*9 



Si Ton pose enfin 

(52) Ar = sin9', g= ^ > A — tang9'iang9'', 

Vif:cos9i COS9, 

on a 

(53) g + 6 g-^fe AH-COS9 ^ 

^ •'^2 2 I + ACOS9 



(54) 



rfr _ dr ^9 



V'ztY g^^i — Âr'sin*9 



et l'expression différentielle est ramenée a la forme simple des inté- 
grales elliptiques (n^230). 

i^ Proposons-nous d'abord de transformer l'expression > Le 

radical n'est réel que si y varie de 6 a a. Appelons ^1 et ^2 les angles 

définis par les formules (43), et compris entre et -+- -^ dans le cas 

actuel, nous prendrons 9^ = tj^i, ç), = i];^; de cette manière, cosç^i et 
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cosfa sont positifs, et le multiplicateur g réel; ]3 étant positif et a 

plus grand que 6, Tangle y'' = ^'^^' est positif; puisque ^^^ = ^^^S 

la constante h est comprise entre — i et + 1 . La formule de trans^ 
formation (53) pouvant être mise sous la forme 

(55) r=*H r-À =ft-h 



I H r col* - I H ^ col» - 

I — A 2 COScpi 2 

on voit que, quand 9 croit de o à -^y croit de 6 à a. On mettra donc 
le signe + devant le second membre de Téquation (54)* 

!2^ Soit maintenant a transformer-^- Le radical est réel quand j 

varie de a à -1- qo et de — 00 à 6. Nous prendrons ici 92 = +« et 
(f^ = ij;^ -4-7:; de cette manière, COS92 étant positif, cosy, négatif, le 
multiplicateur ^ est réel; la constante h est plus grande que i en valeur 

absolue. L'angle (p" = - + ^'"^^' est compris entre .- et n. La for- 
mule (55) montre que, quand 9 croit de o à Tangle dont le cosinus 
est — -n y décroit de 6 à — 00 , et que, quand 9 croit de cet angle à tt, 

y décroit de + 00 à a. Il faudra mettre le signe — devant le second 
membre de Téquation (54). 

268. Le cas où le polynôme est du troisième degré et n'a qu'une 
racine réelle se déduit du précédent; car l'expression 



\/^ = \/=F(r-*)(r-0(r-rf)(«-J) 

se réduit à 

v^ip(jr-6)(/-c)(j-d) = s/^T, 

quand a augmente indéfiniment. Il faudra diviser^ par \/a : on a alors 
ij/, = -> A = f , et, en prenant 92 = i'2> 



,56, * = s>»(i±?). . = V/S§5 



55 
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La formule de transformation (5o) peut être mise sous la forme 

a cosçi sin* - + ft cosçi cos*- 

cosçi sin» ^ -t- C0S9» ces' ^ 

2 '2 

si Ton remarque que acosç), tend vers la limite + /3, elle se réduit à 

{57 ) r = 6 qp — î— lang* ^ • 

269. Il nous reste à examiner le cas où le polynôme du quatrième 
degré Y a ses quatre racines imaginaires a = a -]- ^i^ b = oc — ^i^ 
c = y + âi^ d = y — ai, ]3 et î étant supposés positifs et a — 7 positif. 
Nous commencerons encore par effectuer la transformation du premier 

degré en posant y = > de manière à faire disparaître les termes 

du premier degré (n^ 261). On a 

a» -4- p« — y» — a» 

/W -f- n :=: ? 

«-y 



a~y 

Posons 

(58) lang9.=:^— -j;, tang9a=^^-^» 9' = :l_t., ^-^:!^^, 

nous aurons 

aC0S29" -hycoS29' a— y 

COS9iCOS9a ces 9» COS92 

a cos'9'' — y sin»9' ^ , . sin9' C0S9' 

m= ^î^^ ~i û==:(a — y) -7 

COS 9i COS 92 r V f / çQg ç^ çQg ^^ 

^ ^' ^ — asin»9'^4-ycos»9' ^ , . sin9''cos9'' 

COS91COS92 "COS91COS9J 

(;n — aV-+-3' = (a — y)» ^^^^ ) (/i — «)*■+ 5* = (a— y)' — , ^^^r-9 

ym «; -rp V« '^ ^ C0S*9, COS'9, ^ J t^ \ '' COS» 9, COS* 9, 

m /;i-o v« ^^ COS» 9, COS» 9, ^ '' ^ ^' COS» 9, COS» 9, 



dy __ COS 9^ dx^ 



^Y (3 COS 9" y/(i4-ar»coi»9')(i-f-a?»tang»9'') 
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Pour achever la transformatioD» on posera a? = — tangf ' tAigy, d'où 

dy __ sin<p^ rfcp 

^ Y ~ P cos<p'' / cos9,cos<p, , , ' 

V cos*9' cos'9" ^ 
Si Ton pose ensuite 

/A^\ /î * , /* • ^/ COSÇiCOSÇa PcOSCp'' 

^^ °^ cos*9'cos*9' ** sinç' 

on a finalement 

dx _ flfy 



On prendra pour cp^ et (pa des angles compris entre et 4- -» de 

manière que COS74 et coscp^ soient positifs. Le module k est moindre 
que I . La formule de transformation est 

,^ , m — n 2(3 I 

(01) y=:n-\ =:WH — ^ 



-\- X sin 29' 1 — tangf' tangf 



Quand 9 croît de à — 9', 7 croît de /i à -h qo ; 9 croissant ensuite 

de ~ — ©' à -5 V croît de — 00 à /i. 
2 ' 2 -^ 

Remarquons que, dans les deux cas traités aux n^* 267 et 269» si 
Ton pose sin<p = / pour ramener Tintégrale elliptique à la forme ca- 
nonique, les formules de transformation (5o) et (61) sont irrationnelles 
par rapport à t. 

Les trois intégrales elliptiques. 

270. Apres l'intégration des expressions rationnelles, les géomètres 
se sont occupés des expressions irrationnelles, et d'abord de celles qui 
renferment un radical carré. Lorsque le polynôme placé sous le radical 
est du premier ou du second degré, l'intégrale s'exprime par des quan- 
tités algébriques ou logarithmiques; mais il n'en est plus de même 
lorsque le polynôme est d'un degré plus élevé. Le cas où le polynôme 
est du troisième ou du quatrième degré donne naissance à une classe 
d'intégrales définies, que l'on a appelées intégrales elliptiques, parce 

qu'elles servent ^ l'évaluation des arcs des sections coniques. Le célèbre 

55. 
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théorëme d'Euler, dont nous parlerons plus tard, a été le point de 
départ des recherches sur ce sujet. Legendre a découvert ensuite un 
grand nombre de propriétés de ces nouvelles transcendantes [Mémoire 
sur les transcendantes elliptiques, 1794); son Traité des fonctions ellipti- 
ques contient l'exposé de ses propres découvertes et de celles de ses 
devanciers. 
Considérons Tintégrale définie 

(I) jF(r,v/Y)rfr, 

où Y désigne un polynôme entier du troisième ou du quatrième degré, 

et F (y, y/Y) une fonction rationnelle en^ et y^. Cette fonction peut 
être mise sous la forme 

M -h M V Y __ (M4-MWY) (N --N^V^) __ P-hF\/Y 
N-f-N's^Y" N'-N'»Y - Q ' 

M, M', N, N', P, P', Q désignant des polynômes entiers en y; on en 
déduit 

La première intégrale du second membre, portant sur une fraction 

rationnelle, s'exprime par une fraction rationnelle et des termes de la 

forme log(j — a). Il reste à considérer la seconde intégrale, que Ton 

écrit 

P'Y dx 



f 



Q VY 



Nous avons vu comment, par une substitution du premier ou du 

dy djc 

second degré, on transforme l'expression --= en une autre -p» où X 

est un polynôme du quatrième degré en x de la forme canonique 
(i — a?^)(i —k^x^). L'intégrale précédente se ramène ainsi à l'inté- 
grale 



J 
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f{x) désignant une fraction rationnelle en x. Cette fraction ration- 
nelle peut se mettre sous la forme 

M.-|-M> _ (M. -hM>)(N. — N>) __ P . jJiP> 

Mm M',, N,, N'^, P,, F,, Q, désignant des polynômes entiers en œ^. On 

a ainsi 

/' , ^dx fP, dx rv\x dx 

On obtient la seconde intégrale en posant x^ = x'; car alors le radical 
ne porte plus que sur un polynôme du second degré. Il reste à étudier 
Tintégrale 



fi. % 



P 

271. La fraction rationnelle -^ peut être décomposée en termes de 
la forme Aar'", n étant un nombre entier pgsitif ou négatif» et en termes 
de la forme ^^_ .,.^ > p étant un nombre entier positif. Considérons 
d'abord les termes de la première sorte. Soit X = A -f- Bo?* -h Ca?*. On a 

vX 

__ (an-f i)Aj;»«-»- (2/1 -f- a)Bar**-^*-h (211 -h 3)Cx"^< 

n : 

et, en intégrant, 

Quand n est positif ou nul, cette équation ramène Tintégrale 



/ 
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aux deux précédentes • 



/ x^-*-' dx r x^" dx 
~W J 'W' 



Ed opérant ainsi plusieurs fois successivement , on arrive aux deux 
intégrales 

r X* dx r dx 

Quand n est négatif, cette même équation ramène Tintégrale 

x^' dx 



f 



aux deux autres 






v/x 



et, après plusieurs opérations successives, on arrive encore aux deux 
intégrales (5). 

272. Considérons maintenant les termes de la seconde sorte, on a 

_ ^y /^ _ y/X xjBx-i-iiCx*) _ a(p — i)j ?V'X 

' (x"— AY"' "" 1^'— à^y" "^ (a?»— h'y-' v^X 1^'- A'y 

Posons • 

A -f- aBx' -h 3Ca:*^ A, H- aB, (:r'— A») -4- 3C{x' — h^)\ 

les deux constantes A4 et B« ayant les valeurs 

A, = A -h 2B A'-t- 3CAS B, zur B 4- 3CA». 

Si l'on multiplie les deux membres de cette égalité par 2xdxy et si 
Ton intègre, on obtient 

Aa7'-4- Bx*-hCx'=E H- A. {x'- A») H- B,(x»- A>)» -h C(x»- A»)», 
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en posant E = A* (A -h BA* -h CA*). Il en résulte 

(a/? — 4)B. (2/> — 5)C 

et par suite 

— -^ v/x , s^ r à^ / OSA r d^ 

— ^L-_ — (an— 2)E I i:z-f-(2D— 3)A, 1 ; ^ 

+ (2p-4)B. f ^^^ ^^+(2n-5)C r ^^^ -_.. 

j(a;^-A'y-VX '^ J(^^-Ay-VX 

Si la constante E n'est pas nulle, de cette équation on déduira la pre- 
mière intégrale en fonction des trois suivantes, et, comme Topération 
peut être continuée jusqu'à ce que l'on ait p= 2, on arrivera à l'in- 
tégrale 

r dx • 

j(^'-A>)VX 

et à d'autres de la première sorte, se ramenant, par conséquent, aux 
deux intégrales (5). 
Si l'on avait E = o, l'équation se réduirait à 



Vx _/ îixA C rf^ 

(8) ; f^'~Â^-^'^""'^^J ("^^-A^rVX 



-4- 



(2p-4)B. ç — — — -^-i-(2i>-5)c r —~~. 



Nous remarquons que la constante A, ne peut être nulle en même temps 
que E; car on aurait alors B^— 4AC = o, et le polynôme X serait 
carré parfait. La relation précédente ramène l'intégrale cherchée aux 
deux intégrales (5). 
En résumé, l'intégrale 



Jf (r, /Y) djr 
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est ainsi ramenée aux trois intégrales 

ê 

(q) C— r ^'dx r dx 

J ^\ J ^\ ' J(a:^~A»)v/x' 

A la place de la seconde, Legendre considérait l'intégrale 

qui s'exprime aisément k l'aide des deux premières. 
V intégrale de première espèce 

est l'inverse de la fonction elliptique x =:'k{z,k). A chaque valeur 
de JO correspondent deux séries de valeurs de z de la forme 



f,J *» »l^ #%»».,» A mw^l .J 



Z -\- 2/iiw H- m'w , 0) — ^ 4- 2 mw -+- m'w . 



Intégrale elliptique de seconde espèce. 
273. L'intégrale elliptique de seconde espèce est 

(n) 1/=/ * 

m 

Le radical admet les quatre points critiques a=i, b=z -r^ c= — i^ 

d= — T (^^. 77, n®221),qui sont aussi des points critiquesalgébriques 

pour la fonction u. Cette fonction devient infinie avec x, et le point 0' 
sur la sphère est un pôle du second degré pour chacune des branches 
de la fonction; mais, comme il n'entre dans l'expression que des puis- 
sances paires, l'intégrale définie relative au lacet 0', ou au circuit qui 
dans le plan embrasse les quatre points critiques, est nulle, et les 
périodes se réduisent à deux (n^ 113). A chaque système de cycles 



/ 
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donnant un couple de périodes elliptiques aw, w' de l'intégrale de 
première espèce correspond un couple de périodes 2w<, cù\ de l'inté- 
grale de seconde espèce. Il en résulte qu'à chaque valeur de x corres- 
pondent deux séries de valeurs de u de la forme 

u -t- 2mûi), -}- m' ùj\ , û«i, — u -\~ a/ww, -f- m' 6)' . 

Si Ton change de variable en posant x='k{z, k), d'où 

dx 



\l{i- x^){\ — k^x'') 



= dZy 



l'intégrale de seconde espèce prend la forme 

(12) a=^-Ç(z):-T r V{z)dz. 

Jo 

Elle devient infinie avec X(z), c'est-à-dire aux points 



a — — 4- mtù -\- m (xV\ 
1 



si l'on pose 2 = a -+-«', on a, dans le voisinage de l'un des points a, 

On en conclut que u e^t une fonction méromorphe de z^ admettant 
comme pôles simples ceux de \[z). 

Il est facile d'exprimer cette fonction à l'aide de l'une des fonctions 
ou dy formées avec les deux constantes (ù et co'. De l'équation 

trouvée au n^ 169, on déduit en effet 

56 
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Quand z augmente de oa ou de a>', le second membre éprouve des ac- 
croissements constants 

on en déduit la relation 

i t'y ' t ^f 

(l5) «W, — W'û)| = -77-» 

entre les périodes des intégrales de première et de seconde espèce. 

Lorsque le module k est réel et inférieur à Tunité, si z est réelle, la 
formule (i3} ne contient que des quantités réelles; si z est imaginaire 
et de la forment, y étant réelle, le second membre est de ta forme Yi, 
Y étant réelle. 

274. Considérons maintenant la fonction inverse x de la variable u, 
fonction définie par Téquation différentielle 



dx _^ ^(i — x^)( \ — k'x^) 

3 



du X 

k laquelle on joint la condition initiale x = o pour li = o. En répétant 
le raisonnement du n^ 219, on voit que, lorsque la variable u se meut 
dans le voisinage d'un point où la fonction x acquiert Tune des valeurs 

±1, ±jy la fonction reste monotrope. L'étude de l'intégrale dé- 
finie montre que, quand x partant de l'origine y revient par difie- 
rents chemins, u acquiert les valeurs u, = mcOf + in'a)(; récipro- 
quement, si u va de l'origine à l'un de ces points u^ par un chemin 
convenable, la fonction x s'annule. L'équation différentielle 

, x^ 

du = dx, 

)/(i — x')(i — k*x^) 

dont le second membre se développe en une série convergente, pour les 
valeurs de x dont le module est inférieur à i et au module de r» est de 



la forme 



on en déduit 
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rfa =:^d=(a?*H- a:c*-h. . .) dx; 



, ( X* ax^ \ 



3/0 



ainsi, quand la variable u tourne autour du point i^^ 1& branche consi- 
dérée de la fonction x acquiert trois valeurs différentes ; ce point est 
donc un point critique algébrique pour cette branche de la fonction. 
La fonction x conserve une valeur finie pour toutes les valeurs finies 
de u\ on en conclut qu'elle admet une infinité de valeurs pour chaque 
valeur de u ; car si elle n'en admettait qu'un nombre limité» une fonction 
symétrique et entière de ces valeurs serait une fonction holomorphe et 
doublement périodique de u^ ce qui est impossible (n^ 146). 

Intégrale elliptique de troisième espèce. 
275. L'intégrale de troisième espèce est 

dx 



(i6) u=Ç — 

Jo Ix' 



Outre les quatre points critiques du radical a = i, b = j, c = — i^ 

d = — Tî qui sont aussi des points critiques algébriques pour la fonc- 
tion u, la fonction placée sous le signe d'intégration a deux pôles 
X =^±1 hf qui sont des points critiques logarithmiques de la fonction u 
{n^ (50), et qui fournissent une période polaire 






/i>/(i — A^)(i--/f»A') 

Le point 0' sur la sphère étant un point ordinaire, l'intégrale définie 

relative au circuit qui embrasse tous les points critiques est nulle; il 

en résulte que, si Ton fait abstraction de la période polaire, toutes les 

autres périodes se réduisent a deux; à chaque couple de périodes 

56. 



U4 • LIVRE VI. - CHAPITRE I. 

elliptiques 2(ù, cù de Tintégrale de première espèce correspond un 
couple de périodes aco,, cù\ de Tintégrale de troisième espèce. Cette 
intégrale admet donc trois périodes distinctes, de sorte qu'à chaque 
valeur de x correspondent deux séries de valeurs de u de la forme 

Si l'on change de variable en posant a? = X (z, A), et si l'on remplace 
la constante h par X(a), l'intégrale de troisième espèce prend la 
forme 






) 



Elle devient infinie aux points critiques logarithmiques 

et admet une infinité de valeurs pour chaque valeur de z. On peut aussi 
l'exprimer à l'aide de la fonction ô. 

La fonction doublement périodique . __ X'r \ ^ ^^^ périodes w, w', a 

deux infinis simples z = ± a; les résidus correspondants sont 



2X(a)X'(a) 



On a donc, d'après le théorème de M. Hermite (n** 168), 

1 _ „ I ^ I Ox {z — ^) 



et, en remplaçant z par z 



2 



*'^'(3) ^-.H4--^,4:^-^D.Iog^(^-'" 



Si l'on fait z r^o dans cette dernière équation» on obtient la constante 
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Les deux équations précédentes deviennent ainsi 

i Q\ 'k(a)V{n) _ , ^, . I _ , Oiia— z) 



On en déduit 






-z) 



les logarithmes s'annulant pour z = o. 

Cest à Jacobi que Ton doit l'expression des intégrales elliptiques de 
seconde et de troisième espèce par la fonction 6 (Fundamenta); l'inté- 
grale (21) est celle que Jacobi appelait spécialement intégrale de 
troisième espèce, et il Ta désignée par le symbole 11(2, a, k), ou, plus 
simplement FI (z, a), en sous-entendant le module k. La variable z est 
V argument^ la constante a le paramètre de l'intégrale. On a ainsi 

(..) niz.a) = z-^^-^-\og^f^^ = z^^^ 

Quand z augmente de gi> ou de cù\ le second membre éprouve des ac- 
croissem'^nts constants 

&(a) d(a) (ù 

D'ailleurs le logarithme donne la période polaire 0)''= ni. On en déduit 
la relation 

entre les périodes des intégrales de première et de troisième espèce. 
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276. Examinons maintenant la fonction inverse x de u^ fonction 
définie par l'équation différentielle 

à laquelle on joint la condition initiale 07 = pouru = o. On verra, 
comme précédemment, que, lorsque la variable u se meut dans le voi- 
sinage d'un point où la fonction acquiert Tune des valeurs =b i, =t t> 

la fonction reste monotrope. L'étude de l'intégrale définie (16) montre 
que, quand x s'éloigne a l'infini par un chemin déterminé, u tend vers 
une valeur finie u^ ; réciproquement, quand u va de Toriginc au point u^ 

par un chemin convenable, x devient infinie; en posant 0?= -;> on a 

(i - AV^) ^/(i — x'')[k'- x'') \^ / 



Ainsi, quand la variable u tourne autour du point e/^ , la branche consi- 
dérée de la fonction x acquiert trois valeurs différentes; ce point est 
donc un point critique algébrique pour cette branche de la fonction. 
La fonction x admet une infinité de valeurs pour chaque valeur de u\ 
car si elle n'admettait qu'un nombre limité, une fonction symétrique 
de ces valeurs serait une fonction monotrope triplement périodique, ce 
qui est impossible (n^ 143). L'étude de l'intégrale définie (16) montre 
aussi que u ne devient infinie que quand x tend vers l'une des valeurs 
rt A; on en conclut que, réciproquement, toutes les branches de la 
fonction x tendent vers l'une des deux valeurs du A, quand la variable u 
s'éloigne a l'infini ; sur la sphère, le point £/ = 00 est un point d'indé- 
termination, et la fonction x se comporte comme une exponentielle 
(n« 59). 
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277. De la formule (2a) on déduit les suivantes : 



n(z,a-h -]~z ^\ -h - log ^^ 



9 



-i- z) 
e'Aa) . I ,^ e^{a-z) 






ôi(a -h 2) 



et celles-ci donnent 



v{a — 2) 



(.6) n(z.«-+--)-n(z,a) = «^ + -logji^ 



n(z,aH — n(2, a) = Z^^^( H--l0gi-^ 






2) 



Siy dans la formule (22)» on permute les lettres z et a» il vient 

„/ N ^'i^) »i ef/2-2) 

n (a, z) — a -7-^ -f- - log -r: -S 

d'où 

(27) n(z,a)-n{a,z)^--z^^l-a^^^p^=k^[aKiz)-zK{a)]. 

Cette dernière relation effectue la permutation du paramètre et de Tar- 
gument. 

De la formule (22) on déduit encore la relation 

»»/ V -nf^-^^ a ~h z\ „fa — z a—z\ 
1 a-^-zX'ila — zXo.) Q'(a) 



"m " »(-^) 
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que Ton met sous la forme 

in(,.„,=n(l±f.i±-')-n("-=i."-^) 

L'intégrale de troisième espèce II (jz, a), qui dépend des trois quantités 
kj a, z^ s'exprime ainsi par une somme de fonctions dont chacune ne 
dépend que de deux quantités. 

278. Dans l'intégrale (21)» représentons le dénominateur par 
I -H TÙ?[z)^ c'est-à-dire posons n = — k^y? (a). Si la quantité donnée n 
est réelle, le module k réel, positif, et moindre que l'unité, et qu'on 
veuille calculer a, plusieurs cas se présentent : i^ si n est positive, 

on pèsera X^ (ai) = — j-,, a étant réelle et positive (n** 236), et l'in- 
tégrale sera représentée par ll[z,ai); 2^ si n est comprise entre o 
et — ^'^, on posera X^(a) =l — j^, a étant réelle et positive, et l'in- 
tégrale sera n (z, a); 3*^ si n est comprise entre — P et — 1, on po- 
sera X^ (az -h - j ~ — ~» a étant encore réelle et positive (n** 225), et 

l'intégrale sera n (z, ai-\- ~ h 4® si n est comprise entre — i et — oo , 

on posera X^ fa -h ~ J = — 7-^, a étant toujours réelle et positive, ce 

qui donne l'intégrale n (z, a h- ~ j- D'après les formules (aS), lè troi- 
sième cas se ramène au premier, et le quatrième au second; et, par 
conséquent, dans l'intégrale de troisième espèce, lorsque la quantité n 
est réelle, on peut supposer le paramètre a réel ou de la forme a/, 
a étant réelle. 

Considérons le cas où la variable z est réelle. Si le paramètre a est 
réel, le second membre de l'équation (22) ne contient que des quantités 
réelles. Si le paramètre a est imaginaire et de la forme a'/, d'après la 
définition, la fonction II est imaginaire et de la forme Ai; les term6is 
du second membre présentent la même forme , mais chacune des deux 
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fonctions Ô {a — z) ^ {a -^ z) dépend de trois quantités réelles 
distinctes k, z et a\ 

Considérons maintenant le cas où z est imaginaire et de la forme y z\ 
Lorsque le paramètre a est réel, ce cas se ramène au précédent par la 
permutation du paramètre et de l'argument. Lorsque le paramètre a est 
imaginaire et de la forme a'i^ les deux fonctions [a— z), 0{a-\-- z) 
sont de la forme d(6i), b étant réeU et on les obtient sans difficulté. 



Remarques sur les périodes. 

279. Considérons deux périodes correspondantes quelconques Ù et 
0« des intégrales elliptiques de première et de seconde espèces; ces 
périodes sont les intégrales définies 

ç. r dx ^ r x^dx 



=/ê- --Î 



ùiX 



relatives a un même cycle partant de l'origine et y revenant; ce sont 
des fonctions du module k qui ont pour dérivées 

dk ^ J (i- h^x*) ^x ' ~dk "^ J (T^TF^^^yS^' 

De l'égalité 

- x{i —• X^) _ l — X^ /i"^' 

^x ~ àx ( I — h^x^) Ax ' 

on déduit par l'intégration 

(3o) ^:^ *(û_i2.). 



dk 



On a d'ailleurs 



dk '' dk -'^^" 



d'où 



(3«) S^-H^f"-(^-*^)û']- 



5: 
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Des deux équations différentielles simultanées (3o] et (3i) on déduit 
les équations différeutielles du second ordre 



(-S)_.„ "K^) 



auxquelles satisfont séparément les périodes û et û(. 

Si Ton considère en particulier les cycles qui se rapportent à un 
couple de périodes elliptiques 2«, w' de l'intégrale de première espèce, 
il résulte de ce qui précède que les premières périodes 2 cj, 2tù^ satisfont 
aux équations différentielles simultanées (3o] et (3i), ainsi qu'aux 
équations du second ordre (32), et que les secondes périodes w', (a\ sa- 
tisfont aussi à ces mêmes équations. En remplaçant dans les équations 

d(ù k , , dcù' k , , ,\ 

u, et (ù\ par leurs valeurs données par les formules (i4)> on obtient 
les deux équations différentielles du premier ordre 

.,., rfw' I r., e"io) 27rn , 

auxquelles satisfont co, o)'; on en déduit 



( 35 ) W —T. W -rr = — 



rfo)' , dCfi 2 TT I 

W~^ 'dk'~'~'W^ 
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CHAPITRE II. 



DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS ELLIPTIQUES EN SÉRIES ENTIERES. 



Développement de la fonction iwerse. 



280. Si Ton pose u = X(j5), on a 



dz 



■ - — - % 



du /T^ (l -f- fr'jw'H- If'U* 

Le second membre est développable suivant les puissances entières 
de Uy pour les valeurs ayant un module inférieur à i ou au module de r* 
On obtient ce développement à l'aide d'une formule 

(■— •r'=-7''.(=^)*T^»*.(^)"- -. 

établie au n^ 97. En remplaçant, dans cette formule, z par ku^ et posant 
a = i (t -I- i J , on en déduit 

c.-„.*.,...*.,.T'=.+*ï:D.(£^).^D:(2:ni)v..., 

et, par suite, en intégrant. 



(0 



k u* /a^--i\ k^ "*T^î /«'— ï\' . 



Nous représenterons cette série par 

(2) J8 = li-l- fl,li^-f- aîW*-f-. . . . 

5,. 
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Un coefficient quelconque 

^ ' 2/H-II.2.../i"\2/ 

est un polynôme entier en k, pair, réciproque et du degré an. Les 
premiers coefficients sont 

5a, = ^ii^Ili k', 

I .2 

7^3-- ^A% 

_ i o5a^-9 0«^H-9,, 

ï I fl* = ^^^î 5— T"^ '* > 

I .2.0;4*^ 

^ __ io395a*— 14175a* + 47^5a*— ,225 ,^ 

1.2. 3. 4*5*6 



En remplaçant ko, par » on a 

, I + A-» 

3a, = 9 

a 

3-|-2A-'-+-3/r* 

Sa, = y 9 

a. 4 
i5-+-Q/r'H-QA^ + i5A^ 

'"•= ^St4 6 ' 

io5 -H 60 /r» + 54/r* -+- 6ok^ -h loSk* 

9''* = t:476;8 — ^ ' 

_ 945 + 525/r'4- 45o/f< 4- 45oA« 4- 525 A* 4- 945fr'» 

lia» — ICQ ' 

2.4*o.o. iO 



Du développement précédent on déduit celui de z", suivant les 
puissances de u. Si Ton pose 

(4 ) z" :r=r a» 4- d^^ a"+2 4- a\," > a"+< 4- . . ■ , 



DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS ELLIPTIQUES EN SÉRIES ENTIÈRES. 453 

OQ a, en effet, 

(5) a^'^ = ' rD"(-Vl , 

' i.2...2;> L ' \«/ J«=« 

- étant une fonction de u, donnée par la série (a). 



Développement des fonctions elliptiques. 

281. Les fonctions X(jz), |x(js), v{z)^ ayant les mêmes infinis, se 
développent en séries ordonnées suivant les puissances entières et 
croissantes de z^ et convergentes dans un même cercle, qui a pour rayon 
la distance de l'origine au pôle le plus voisin. Lorsque le multiplica- 
teur g est égal à l'unité et le module k réel, positif et plus petit que i, 
si l'on choisit les périodes comme nous l'avons expliqué aux n^' 228 

et 229, le rayon du cercle de convergence est 

La fonction X(z) étant impaire, son développement est de la forme 

De l'équation différentielle 



_ 

21 



on déduit 



^--(• + A')X + 2/r'X', 
^J^_(..,,._6/..X.)^-..2/.X^\ 



En faisant X = o, on obtient les valeurs des dérivées pour js = o et, par 
conséquent, les coefficients de la série. Ces coefficients sont des poly- 
nômes entiers en ^, pairs et à coefficients entiers. D'après sa définition 
par l'équation différentielle (n^ 221), la fonction \[z) se réduit à sinjz, 
lorsque le module k est nul et le multiplicateur ^égal à l'unité; il en 
résulte que les premiers termes de tous les polynômes, ordonnés par 
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rapport aux puissances croissantes de k^ sont égaux à Tunité, ce qui 
est d'ailleurs évident par le calcul lui-inéme. 
La relation 

établie au n^ 234, fait voir que le polynôme %;, satisfait à la relation 

(7) «.(*) = /r-«„(^), 

et, par conséquent, qu'il est de degré ^n et réciproque. 
Nous remarquerons encore la propriété suivante : si Ton pose 

la série prend la forme 



2^1.2.3 (2/1)^.2.3.4.5 * ' 



et Téquation diflérentielle devient 



I — 1=1 — OLX^ 4- -7 a:'. 



d'où 



d^x 



I 



d}x I ^ \dx 

d'x l 3 \ d'x , (dx\^ 



les valeurs des dérivées successives, pour a? = o, étant des fonctions 

entières de a, à coefficients entiers, on en conclut que 9(„ est égal au 

produit de (3*)" par une fonction entière de a, à coefficients entiers. 

Du développement précédent on déduit celui de X''(jz), suivant les 
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puissances de z. Soit 



«+2 , » »M-»-l 



(8) x.(,) = 9i(-'— ^ «w \ +«;"> ^—r^ +• • •' 

' ^ • 1.2...» » I.2.. .(/l -f- 2J * I .2. . .(n -4-4) 

on a 

(9) <^ = (- 1/ ( 2/> -^ i){2p -4- 2). . .(2p -i n) [d;' (j)"]^^; 

- étant une fonction de z^ donnée par la série (6). 

La formule de Lagrange établit des relations entre les coefficients 
des séries (6) et (8) et ceux des séries inverses (a) et (4). D'une part, 
si l'on regarde u comme une fonction implicite de z, définie par 
Téquation 



I 

a — z - — - ) 



dans laquelle - désigne la fonction de u, donnée par la série (2), on a 
(10) «, = (- 



'^'~'Twl: 



M_ 



(n) «;"' = (-I)'(2p^-I)(2;,^-a)...(2;» 



n-i)n [d'' ' 1 . 



D'autre part, si Ton regarde z comme une fonction implicite de w, 
définie par Téquation 



I 

z -^ u 



(î) 



dans laquelle- désigne la fonction de z, donnée par la série (6), on a 



{12) an - 

'^ I .2. . .(2p 4- Ij 



(.3) «i"' = — 

'' 2p 



^ ! Vu'" ' 1 . 
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282. Le développement de la fonction paire ii{z) est de la forme 



3' ^ Z* 



('4) ^(2) ==1-93, -hf82 0-7-- •• 

1.2 I 2.3.4 

De l'équation différentielle (n^ 159) 

K- y = I — A" + (a/r — i)/x' — A->* 
on déduit 

■j^ = {^k'- 1)1^- 2A->% 
^^_[.^(.Ar)-6/r^(.-^0]^^3(2Ar)v(^)\ 



en faisant |x = i, on obtient les valeurs des dérivées successives pour 
jz = o et, par conséquent, les coefficients de la série. Ces coefficients 
sont des polynômes entiers en k, pairs et à coefficients entiers. La fonc- 
tion |x(jz) se réduisant à cosz, lorsque le module k est nul» les premiers 
termes de tous ces polynômes, ordonnés par rapport aux puissances 
croissantes de k, sont égaux à l'unité. 

Remarquons que les valeurs des premières dérivées sont des fonc- 
tions entières de 2k, à coefficients entiers, et que la même propriété se 
continue, parce que la quantité i -h {^k)^ — 6A^(i — jx*^), qui entre 
dans l'expression de la seconde dérivée, se réduit à i + {^ky et sa dé- 
rivée à 3(2/r)^, de sorte que, dans le calcul ultérieur, les coefficients 
de tous les termes, à partir du second, seront des fonctions entières 
de vtk. 

Le développement de la fonction paire v{z) est de la même forme 

z^ ^ z* ' 



(l5) V(Z)=:I— S, hC, ,. . 

' 1.2 1 .2.3.4 

l'équation différentielle 



[^y-=-(i-k^)^l^-'^'y-y' 
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montre, comme précédemment, que les coefficients sont des polynômes 
entiers en k^ pairs et à coefficients entiers. La fonction v(j3) se rédui- 
sant à une constante, lorsque le module k est nul, les coefficients S^, 
So,-.. s'annulent et, par conséquent, renferment K^ en facteur com- 
mun. 

La relation 

démontrée au n^ 234, fait voir que les coefficients » et S satisfont à la 
relation 

(i6) (5„(A-)-=A-^"»«Y^V 

On en conclut que le polynôme 6„ {k) est du degré 2n, et, comme il 
n*a pas de terme indépendant de k, que le polynôme S3,i(^) est du 
degré 2/1—2. 

Méthode de M. HermiCe. 

283. Le calcul des coefficients par les dérivées successives est im- 
praticable. M. Hermite a donné une méthode qui permet de trouver 
directement un coefficient quelconque »„ du développement de ii{z) 
et qui n'exige que la résolution d'équations du premier degré. Cette 
méthode repose sur une formule que Ton peut établir de la manière 
suivante : considérons la fonction 

qui admet les deux périodes a> et co' et qui satisfait aux relations 



/ w H- w'\ , . 



• ?^ + 



?(«-<- 7) 9(2)== A'. 



La quantité ^^—^- joue, dans les propriétés de cette fonction, le même 

58 
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rôle que la quantité o) dans celles de la fonction proposée X(5). Déter- 
minons la constante A, de manière que la fonction 9 ait une valeur 

égale à l'unité pour z = . ^ » De la relation 

j8-h— ^— j/x(2)^~-^ (n«77), 
on déduit 



d'où 

on fera donc 

A = * - /A^. 

De cette manière, la fonction (p{z) est une fonction X, admettant les 
périodes elliptiques o) -t- (ù\ («>^ au lieu de 20, co'. Si Ton désigne par 
gt et A| le multiplicateur et le module de cette nouvelle fonction X, 
on a 



g-i = A = A* — / A^, Ar, = — = 



A'-f-iVf' 



A»'"A-~iA^' 
et Ton obtient ainsi la formule 

On en déduit 

(.8) ^|^(*_,A^)z,^-^J = {*-,fr')-ii-L^^-^, 

et, en changeant le signe de i, 
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la combinaison de ces deux relations donne 

(/r+/A')/x[(*-/A')z, l^r] 

Si Ton pose k = cosy, cette dernière équation prend la forme 

(ai) 6T'f;.(-8e~T',c*T') -+- €n'iJL{ze^', er*^') z= 2C0sy ij.(z, cosy). 

En remplaçant les fonctions |x par leurs développements en séries, on 
reconnaît que le polynôme 9a(^)» pair et du degré 2n — 2» satisfait à 
la relation 

(22) c<*-'>ï'$B„(c-»T') -h«-(»'^')T'$B„{e-T') = 2cosyS,(cosy). 



Soit 



(^3) »«(A-) = 6.-h6,(2/f)»-+-6,(2fr)*-h...4-6«-.(2A'r-S 



la relation précédente devient 



(24) V 2^b^cos{2n — 45f — i)y ii=\ 2Vfc^eos'''+''/. 

Si Ton remplace les puissances de cosy par leurs expressions en 
fonction des cosinus des multiples de l'arc 7, expressions données par la 
formule 

2V cos'^""»"' y ==cos(2/? -+- i)y -t- — cos(2;>-~ i)y 



(2/>-f-l)2D , ox . . (2p-*-0"-(P -+-2) 

~'' . ^ - cos(2/? — 3)y -4- . . . -i- ^— ^- — ^-^^ — i^f- 1 

58. 



cosy, 
1.2 * ». 1,2 . .p ' 
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et, si Ton ordonne le second membre par rapport à ces cosinus, on la 
transforme en la suivante : 



q—n—i 



pz=:/i—t 



(25) \ 2'î6çC0S(2rt - 4î - »)y =\ \^P-^ " ^p+x 



q — o 



p=o 



1.2 ^ I .2. . .(/l — D — l) J ^ ' 



Cette égalité devant avoir lieu, quel que soit 7, les coefficients des 
mêmes cosinus dans les deux membres doivent être égaux entre eux. 
A une valeur donnée de p correspond pour q l'une des deux valeurs 

n — p — \ n — p^ suivant que le nombre 2/1 — 4? — .^ est positif ou 



— > 



négatif; on a donc 



( 26 ) 1"-P-' bn-p-j^ OU 1"^P b„^^ =z b^ -h ^^^ bf,^, 

1 a 

, ( 2p-f-5)(2/? + 4) ^ . (2/1 — i)...(; t+/?>f-i)^ 



1 .2. . .(n — p — 1) 



En attribuant à /? les n valeurs décroissantes n — i, /i— 2, n— 3, 
/i — 4'- • • » o, on obtient ainsi un système de n équations linéaires et 
homogènes 



b^ =z bn-x, 
. , 2/1 — I . 



, , 2/4—3. (2/1— 0(2/1 — 2), 



1 .2 



.«-«A —A ^^Hll^h _L (^^-3)(2/l— 4 )^^ , (2/l--l)(2/l— 2)(2/l^3) ^ 

■ *" 1.2.3 



I .2 



2"6~ 1 I 12 



'n 



(2/1 — l). . .(/l -*- l) , 
I .2.3. . .(/l — Ij 



entre les n nombres entiers cherchés èo» ^»> b^,..-, ^/i-o mais ces 
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équations se réduisent à /» — i équations distinctes; car, en les ajou- 
tant membre à membre, on a la même identité qu'en faisant 7=0 
dans l'équation (21). On connaît le premier coefTicient 5^=1; le 
système des n — i équations linéaires permettra de déterminer les 
autres. Remarquons que le dernier coefficient 2^,,^, est aussi égal à 1. 

284. Appliquons cette méthode au cas où /i = 7; nous aurons à 
résoudre les cinq équations 

I 

. . II . i3. la 

I 1.2 



2'*6. = 63 -h i2 6, H b, 



I I . 10 , l3. 12. I I 

Ai H 5— > 

1.2 I .2.3 

.8 



. . 7, Q-8 . II.TO.Q, l3. 12. II. 10 

I 1.2 I .2.0 I .2.3.4 

.. , 5, 7'6- Q'8.7. II. 10. 0.8, i3. 12.11. 10. Q 
I 1.2 1.2.3 1.2.3.4 1.2.3. 4-^ 

On en déduit 

6, = 74733, 6,=: 1434066, 631=1670672, 64 = 253941, 6i=:4o83. 

Voici les premiers coefficients du développement de |x(jz) : 

»,= l4-(2fr)S 

a33=i + ii(2A-)'-h(aA-)S 

934= I -+- io2(2fr)^-+-57(2/r)^H-(2*)% 

f8i= i -f-922(2A-)'-+- 1923(2^)^-1- 247(2A-)«-+-{2X-)», 

$B«= I -f-83o3( 2 *•)»-+- 544i5(2A-)* 4- 24o4o(2/r)»-+- ioi3(2/f)«-+- (2 *•)'•, 

f8, = i -1-74733(2*)» -h 1 434066(2 A-y-+- i67o672(2A-)«H-25394i(2A-)» 

-f-4o83(2/f)'*-+-(2A-)^S 

©.= ! -h 672604(2 A-)» -4- 36644374(2 A-)* -f-99026oi8(2A")« + 38517533 (2 A-)' 

-f-24775i4(2A-)'*-f-i6369(2A-)'»-4-(2A-)'% 
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On en déduit immédiatement, d'après la relation (16), cedx du déve- 
loppement de v(z) 

S. r= k\ 

(|, = /r'(A«-f- II. 2» A» 4- 2^), 



Une fois que Ton connaît les développements de ii{z) et de v(jz), 
on obtient aisément celui de X(z); car la relation X{z) = jx(jz)v(jz) 
donne 



I .2 



I .2.3.4 



en groupant les termes deux a deux, on a un polynôme en k, réciproque 
et du degré 2n. On trouve ainsi 



a» 
^1 



-^A^)-f-i4A% 

-h/f«)4-i35A»(i-+- A»), 

A») + 1228 /r»(i + k*) + 5478A% 

A-") -f- I io69A->(i -h k') -+- 165826** (i -f- A-^), 

A-") 4- 99642A-*(i + h*) -f- 449435iÂr*(i -f- A**) -+■ i3 i8o268A% 

A-'* ) 4-896 SoSA-'f I -f-A^»») -M 16294673 A*(i 4- A«)4- 834687 1 79A-«{i -+- A-»), 



Ces coeflicients, exprimés à Taide de la quantité a, comme on l'a dit au 
n^ 281, prennent la forme plus simple 



a. 



(2A-)a, 
= (2A-)Ha^-f-3), 
(2A-)Ma*-4-33a), 
(2A-)*(a*-h3o6a»4- 189), 
(2 A-)» (a* -f- 2766aM- 8289a), 
(2 A-)«(a« 4- 24909a* 4- 255987a' 4- 68607 ), 
(2A')'(a'4- 224i99a^4-6988i67a=*4- 7660737a), 
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Ed multipliant par lui-même le développement de X(jz), on obtient 
celui àe\^{z)f que nous avons représenté par 

On trouve 

gi«;»=:2*fr»{2»a»-h9), ' 

ai*;'=2»A^(2*a^H-486a»-i- 189), 

21*/*- a'»A*(2V^4- 2016a» -h 3429a), 

5t*6'* = 2»^ Âr*( 2» a' + 1 3o 464 a* -h 667 872 a» -h 1 3097 7 ), 

La fonction X*(z) se réduisant à sin^zou à -^^^ 5 lorsque le mo- 
dule k devient nul et, par suite, ka égal à ^^ le coeflQcient du premier 
terme de «J,*^ est a''^'. 

Expression de X^""*"* [z) en fonction de \[z) et de ses dérivées. 

285. Nous avons vu (n^ 166) qu'une puissance impaire de \{z) est 
égale à une fonction linéaire de X(2) et de ses dérivées d'ordres pairs, 
et que si l'on pose 

I 1 . A„_, . . A, 



le multiplicateur g étant supposé égal à l'unité, on a 

(-8) ; 

H ^^ • X('-»M2) H X('"Ma). 

i.?....(2n — 3) i.2...2n 

On peut exprimer les coefficients A,, A,,... au moyen des coef- 
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ficients aj;^ considérés au n® 280. On a, en effet, 

i-jT—.) ' : I -f- A,„_, zM- A,„_3Z«-i-. .-I- A,2»" I . . .; 

d'où 

Mais, si dans la formule (i3) on remplace n par 2/1 — 2/7 + i, on a 

'' 2/1 + 1 1.2...2^L \^l^)/ Jt = «' 

on en déduit 

et l'équation (a8) devient 

I 2/1 -fl I 1.2.3 

I .2. . . (2/1 — l) ' I .2. . .(2/1 -f- l) 

En remplaçant z par Z'\ — > on a l'expression de yy^-^.j-y. par une 
fonction linéaire de X (z -1- ^J et de ses dérivées. 



Expression de X^" (z) en fonction de X^ (z) et de ses dérwées. 

286. Nous avons vu (n° 167) qu'une puissance paire de \{z) est 
égale à une fonction linéaire de X^ [z) et de ses dérivées d'ordres pairs, 
et que, si l'on pose 



on a 



1 1 


4- 


Aan_ï 


A, 




X"'(^) z^ 


• > 


. ^'^ r\\7 /»> _i 




A* .. X\i\tl 


»\ -L. -i- — 


I 
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Les coefficients Ao, A^,.., s'expriment aussi par les coefficients aj,"^; 
on a 

'^ in — ip '^ 

et réqaation précédente devient 

2/» 1.2 1.2.3.4 1.2... 2/1 ' ' 

Si Ton intègre de o a 2, en observant que, d'après la série (27), la 
valeur de D*''X^(z), pour 2 = 0, est égale à (— ij'^'QlJ,*!,, on a finale- 
ment 

1 — Llll ^.?a=i X'(î) + ^"t;, D'X'(z) H-. . . + ^ D'— X'(z) 

j 2/1 1.2 ' ' l.2.i.4 l.a 3« * ' 

- "-,% - '-''■ + ■.■ + (- 1)" "- ■ 

Ll.2.3.4 1.2. ..O I.2...2/1J 

En remplaçant z par « -^ ~» on a l'expression de r-^y- par une 
fonction linéaire de X^ fz 4- — J et de ses dérivées. 

Fonctions de M. Weierstmss. 

287. D'après les relations établies au n^ 169, lorsque le multiplica- 
teur g est égal à l'unité, les fonctions Q satisfont aux équations diffé- 
rentielles 

DMog5,(z)+ ^-H. DMoge.(«) + Ar'g|f-J=:H, 

dans lesquelles H désigne la constante -^r4' On simplifie ces équations 

en substituant aux fonctions Q les fonctions Âl (initiales du mot aile) 
de M. Weierstrass, fonctions définies par les formules 



{'■) 



i ... , r!'i!0,(2) ., , . r2i!e,(«) 

59 



466 LIVRE VI. - CHAPITRE H. 

En désignant par H la nouvelle constante -r-^^ égale a H ^ r» on a 

aussi (n^ 173) 

Les trois fonctions Al [z)^ A\^[z), Al3(jz) sont paires et se réduisent 
à l'unité pour z = o\ la fonction Al| [z) est impaire et sa dérivée est 
égale à Tunité pour z = o. Comme on a 

tf^ 1/ V Al,{z) Al,(i) ,. k\^(z) 

f^) ^(^)=AiTiT' '^(^^^Aul)' "(^J^ÂîTT)' 

les quatre fonctions AI satisfont aux relations 
(5) k\\^ k\\ = k\l^ k' k\\=z S\\ 

Les équations (i) deviennent 



DMogAI(2) -4-A-'X'(2)r^o, DMogAl,(-s)-f 



~ o, 



(6) ^ , ''V 

D'IogAM^JH- ^^- =0, DMogAU(^) + A:'^|^ = o; 

on peut les mettre sous la forme 

/' rfiT - (-dTJ -^*'AI! = o. Al.-^ - Iç^) H- Al' =o. 

Les fonctions k\[z)j étant holomorpbes, sont développables en séries 
ordonnées suivant les puissances entières de z^ et convergentes pour 
toutes les valeurs de z. Nous représenterons ces séries par 



1.2 I .a. 3.4 

A 1 / N (0 2* (») 2* 



1.2.3 ' I.2.3.4'Ô 

(8) < 

A i / X (0-8' (0 -2* 

Al,(.)=,-fl, _ + «, ■^^^^^-.. 
Al,(z;_i~a. — + fl, 7704- • 
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Od obtient les coefficients des. deux dernières séries en diflerentiant 
plusieurs fois successivement les deux dernières des équations (7), 
faisant ensuite js ss o et tenant compte des cooditions initiales 
AIj(o) = Al, (o) = I, Alj (o) = Ar3(o) = o; ceci montre que les 
coefficients a^ et a, sont des polynômes entiers en k, pairs, et a coef- 
ficients entiers. La première des équations (7), mise sous la forme 



i' [dz ) 



Al^- (l^\ -f.^»Al'-A»AIÎ=. 



et diflerentiée plusieurs fois successivement^ donne les coefficients du 
développement de AI (2) à l'aide de ceux du développement de Al, {z). 
De la relation Al«(2) =X(z)Al(z), on déduira enfin ceux du dévelop- 
pement de Al|(z). Ces coefficients sont aussi des polynômes entiers 
en k, pairs, et à coefficients entiers. Les séries par lesquelles s'ex- 
priment les quatre fonctions Al (z) étant convergentes pour toutes les 
valeurs de z et de k, il en résulte que ces fonctions sont holomorphes» 
non-seulement par rapport à z, mais encore par rapport à k, pour 
toutes les valeurs de ces variables. 

288. Les fonctions Al n'admettent aucune période, mais el^s ren- 
trent dans la catégorie des fonctions intermédiaires dont nous avons 
parlé dans le Gbapitre III du Livre lY; quand on remplace z par js + a> 
ou par z + u}\ elles sont mullipliées par les quautilés 

a)| et (û\ étant les périodes de l'intégrale elliptique de seconde espèce 
données par les formules (i4) <^u n^ ^73. 

D'après les formules du n^ 201, lorsque le module k est nul, la 
première période a> devient égale a tt, la seconde a>' infinie, et la 
quantité q est nulle; les deux fonctions AI(jz) et AI, (2) se réduisent 
à l'unité, la fonction AI4 {z) à sinz, la fonction Al2(2) à cosz. 

D'après leur définition (n^^'TS et 173), les fonctions 6 et d sont homo- 
gènes et du degré zéro par rapport aux trois quantités jz, eo, &>' qu'elles 
renferment; elles ne changent pas lorsqu'on multiplie ces trois quan- 
tités par une même quantité, et, par conséquent, les fonctions (2, g^,^), 
^{z,g,k) s'expriment a l'aide de fonctions dont le multiplicateur est 



::-— ! 
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égal à Tunilé; elles sont respeclivemeot égales aux fonctions 6(^2,)^), 
^{g^9 k). Nous avons trouvé (n° 234) les relations qui existent entre 
les fonctions ou les fonctions d relatives k deux modules réciproques; 
des relations (35), 

on déduit les relations 

Al ^12, i\ ^. Al (z, A ), Al. Uz, j\ ^ /f AI.{2, A-), 

(9) { 

k\,{kz,^=kUz,k), Au(/r^,^) =A1,(2, /r). 

entre les fonctions Â1 relatives à deux modules réciproques. 

On conclut de là que les coefficients des séries satisfont aux relations 



Il en résulte que les polynômes a^"^ et a^,"^ sont réciproques par rapport 
à k^ et que les polynômes ai"^ et é^^ se déduisent Tun de l'autre. Les 
polynômes a^"^ et a^a"^ s'annulant pour A: = o et les deux autres se rédui- 
sant à l'unité, 0^"^ et a^"^ sont du degré 2/1 — 2, ci["^ et a^^^ du degré 2/1. 
En éliminant \[z) entre la première des équations (6) et l'équation 

on arrive à Téquation différentielle du troisième ordre 

(II) [DMogAl(^)]'-f-4DMogAl(2)[i4-DMogAl(z)]fA-' + DMogAl(z)]=:o. 

Quand on remplace z par l'une des quantités 2 h- -> 2 -h —> 2 h- - — ~ , 
la fonction DMogAI(j3) se change en DMogAl3(2), DMogAl<(z), 
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D^ logAl2(z); il enjrésulte que les quatre fonctions logÂl(jz) satisfont 
à cette même équation différentielle. 

289. On abrège le calcul des séries à Taide d'équations aux différen- 
tielles partielles, auxquelles satisfont les fonctions holomorphes Al{z) 
des deux variables z et k. Considérons d'abord les fonctions d» repré- 
sentées par les formules (8) du n^ 74; le multiplicateur pétant supposé 
égal à l'unité, la période onj donnée par la formule (3i) du n^ 205, est 
une fonction de q; les fonctions dépendent donc uniquement des deux 
quantités z et q. De l'expression 



, 

n = I 

on déduit 

« = • 

z 

9 






— =:;—-— > (— i)*nûf"sm 

^Z Oj ^ ' ^ ft) 



n- t 






^— ^ > (— i)"/i*g*'cos 

«=•1 

n =:2 > - O^ft'^-'cos V' — ,,/ > (- ij-/ia"'sin , 



ns t n = 1 



d'où 



^o w» ^'0 //logo) De 



(>2) n ^- ->-- ; T~, "^ jT Zr- =:0. 

^ ' ^log^ 4^1' *^^' rflogç ^z 

En répétant le même calcul, on reconnaît que les trois autres fonctions 9 
satisfont à cette même équation aux différentielles partielles. Des for- 
mules (33) et (34) du n*» 279 on tire 

J 8 — H 



rflog?-7rirf(^)-^^|^,rfAr, 



et l'équation (12) devient 

(•3) •j;^4-a(A-H).'^-..ArA'»,^^o. 
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290. Remplaçons maintenant la fonction Q par «a valeur 

ILî! 

6{z)=ze(o)e > A\{z); 

Téquation se transforme en la suivante : 

l -r-— -h 2/1*2 -r 1- 2/f/r'- -r-T- ~^ 2/f»H — H* + *-*-'" -77- ) 2>AI 

(i4) ^ ^ 



-h 



[H + ^Wr"l^^nAI=o, 



De la relation 
on déduit 



Uf'' dut 
0) é//r 



dk oi c//r 






et, en vertu de l'équation (33) du n® 279, 



dVL 

rf/f 



-A--^/r/r ^ ^^ j- jj^^ 



Le coefficient du quatrième terme de l'équation (i4) se réduit ainsi 
à k^. L'équation (i3) est la même pour les quatre fonctions Q\ les 
équations analogues à Téqualion (i4)> et qui se rapportent aux quatre 
fonctions Al, ne différent que par le coefficient du dernier terme; il 
sufHt de remplacer dans ce coefficient Q[o) par Tune des quantités 
6'i(o), 02(0), 03(0). Des relations 

établies au n° 205, on déduit 

dli dh 

dif dk 
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et Ton obtient les quatre équations 

-— - -4- 7,k^z- h a/rA^» -rr- 4- A^^^'Al — o. 



(i5) 



D'Ali ,- <)A1| 1 fj, <^AIi . .,,, -, .... 

D'Alj ,, DAli -,, t^Alt , , ., 



qui sont dues à M.Weierstrass {Journal de Crelle^ î856). 
Il est aisé de reconnaître que les quatre fonctions Al, yJkA\^, 

i/jrAla» y^ AI5 satisfont à la même équation 

(16) V-T -*- a*^*«r~ 4- 2klf'*^ -H Ar'a»M = o» 



291. Les équations (iS) permettent d'exprimer un coefficient quel- 
conque de Tune des séries à l'aide des deux coefficients précédents. 
Calculons d'abord le développement de Al (2); en substituant la série 
dans la première des équations (i5) et égalant à zéro le coefficient 
de js^'"» on obtient la relation 

(17) iif-+o = 4nA-VH- î/r(i — k') -~— — an(2n - \)k*a^^'K 



Le premier coefficient est égal à l'unité; en faisant /i =:= o, on trouve 
a<*) = o; en faisant n = i, on trouve a^*^ —■ — 2^', et ainsi de suite. Les 
polynômes étant réciproques, on abrège le calcul en posant a^"^ = i^i^''\ 

* + ~ — j3; la relation précédente devient 

(18) b^"+'> = 2nj3B(") - 2(P'- 4) -^ — 2/1(2/1 — Ot^-»), 
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et Ton trouve 

t>(a) zrr - 2, 

È(*) — — 2*(2»(3» H- 3(3), 

6f«) = - 2*(2«(3* -f- 2». i5p'4- 5i), 

!)('> = - 2*(2«p* +9>.7(3» -4-237P), 

|)(^• -- - 2*(2»(3« -h 2«.45p* -h 2*. 3456* —849), 

b(») "- 2»(2'P' 4- 2*.33P' 4- 2'.795p» — 2^39(3), 

ji..)— _ 2*(2'>p«-h2»,9ip«-t- 2«.3i65p^— 2\34i37(3»— 26199), 

Ed considérant les premiers coefficients, on remarque que t^'^'^-*) et B^*'^^ 
sont divisibles respectivement par 2"''^* et par 2'^; la relation (18) 
montre que cette propriété est générale. 

Si l'on remplace j3 par sa valeur ^ -1- t> on a 

~-a<»î = 8(A>4-A^), 

-a«*^ = 32(A-*-4-/i«) + 68frS 

-1 a('^ = i28(/f'-4- AM + 48o(Âr*-f- A«), 

— af*> = 5i2 (/f>-h /!••)-+- 3oo8 (A^-h A") -h 54ooA% 

— a('> = 2048 ( A" + A"») -4- i74o8( A^ -h A'«) -f- 49568 {A« -f- A»), 

— a<»' = 8i92(A»-h A^^) 4-95232(/r* -f- A'») h- 395520 {A«h- A"") -h 603376 A», 

— a<'> = 32768(A*»-+- A-'*) -f- 499712 (A^-H A'O + 2853888 (A« H- /r") 

+ 5668o96(fr»-f A»*), 

— a('*^= i3io72(A'4- A'») + 253952o(A* + /r'*) + 19097600 (A'-h A") 
38153728 (A^-hA-") 4- 42090784 A'S 



Les coefiicients du développement de AI| {z) sont donnés par la 
relation 

(,9) o\" + '^ = [i 4-(4/i -h OA-» la^.^^-t- 2A-(i - A») -^^; 2/1(2/1 + i)/i»a^,"-'\- 
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ces coefficients étant aussi réciproques, on posera , comme précé- 
demment, 

ce qui met la relation sous la forme 

(ao) 6'r*" = (2«-t-i)(36<"'-2{p'-4)-î^-stn{2i»4-i)6<r"'. 

Od trouve ainsi 

**** =p*^-2^5jî»— 2\i4ip, 

b*'» =p'-h2.2Ii3»—2^I385Ij3«— 2>.i73ip, 

b*"* =(3» + 2>.7^« — 2».62907;3<— 2*.8355(î"-h2«.32i, 

b',"* = (5»+ 2».9P'-~ 2\567255|3»— 2*.i4o937(î^— 2\26487p, 

bV'*= P'*-!- 2.45(i*— 2^5107185 (3«— 2*.4252365p^ — 2«.i5oo435(J'— 2».i6o839, 

OU, en remplaçant ^ par sa valeur, 

a*;» = n- A'»-^ 36(A»-h *»•) — 6781 (/.^-+- *•) - 12184/.% 

û*'» = n-^'^-h49(/i'-hA-'») — 55i73(A*-+-/i'*)-i796o5{A«-4- *•), 

a*;' = n-A-'*4-64(fr'4- *••«) — 502892 (/r* -f- /f'») — 2279488(A*-i- /!'•) 

■ 

— 3547930 /r% 

a*;* = I 4- A^'*-!- 81 (/i»+ A-) - 45375oo(A* + A-»*) - 27i98588(A«4-*''), 
-59331498 (/,«+>••), 

aV**=: i-f-/r"4-ioo(/i'-hA'*) — 4o8567i5(/f*-f-A'«)— 3i3i8oo8o(/.«4-/i''«) 

— 909015270 (/!•-+- /i") — 1 278530856 A-'% 

60 
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On calculera le développemcDl de Al^ {z) au moyen de la relation 



(aj) a["-^'^'szz{i -^4/l*•»)û';^-+.2A'{I-^«)-^~2n(2/l~I)A•^<"-'^ 

et Ton abrégerait un peu le calcul en posant 2^' = A, et remarquant que 
les coefficients sont des polynômes en A à coefficients entiers. On trouve 



a 
a 
a 
a 
a 
a 



(I) 

a 

(S) 

3 

(3) 

i 

U) 

3 

(S) 
3 

19) 

a 



a?» = 



a?' = 



aV"*=. 



4-6A'-h8/fS 

laA-'-t- 60/1^4- 32 /f% 

2oA»-f- 348A*-+- 448/f«-f- 128/»», 

H- 3oÂ' -f- 2372/r^ i- 46oo/r«-f- 288o/f»-4- 5i2A"'% 

-{-42/f^-h i93o8A**4- 5i8i6/f''-^45o24/r«H- leSgG/f'*-}- 2o48A'% 

-h 56 A' -h 169320*** -+■ 628064 /t*-f- 757264*^*4- 370944*r"'-h 93144 *"»% 
8192 A"S 

-I- 72/»'-+- i5i5368Af*-t- 7594592 /r^-i- 12998928*-» + 9100288 A-'V 
4- 2725888 /i'^4- 49i52oA''*4- 32768*'% 

-h 90*»+ 13623480 A «-h 89348080 /»«-h 21 1064400 *•• 4- 219361824 A'* 
1 002429^4 '«^"-*" i845o432/f"4-25o6752A''«4- 131072/1^% 



Le développement de AI3 {z) se déduit de celui de AI2 {z)^ en vertu de 
la relation «3 (*) = A^^o'^- f ^ J ; on a ainsi 



a';' = 2A-»4-*S 



.ij> 



8/r'4-6/i«-i- As 



On obtient une vérification très-simple des calculs précédents en 
remarquant que» si le module k est égal à Tunité, la quantité p est 
nulle, et que les quatre fonctions AI deviennent respectivement 



.« 



-t 



Al(2) = e~ *coshs, A\i[z) = e 'sinh-z, AU(z) = AUiz)— e »". 
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CHAPITRE III. 

DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS ELLIPTIQUES EN SÉRIES 

TRI60N0MÉTRIQUES. 



Développement de X ( z ) , 

292. D'après le théorème du n^ 99, la fonction X(2), qui admet la 
période aa>, est développable en une série de la forme 



l{z)= ^ A 



mien 



e •• 



i»= — « 



et convergente dans une bande limitée par deux droites parallèles à la 

«si f 

— — — / \ 

direction «. On a posé ^ = c** ; aux valeurs z = — h mw h- nci)', qui 

(an-f-l)iKa'l' 

rendent la fonction X [z) infinie, correspondent les valeurs / = ± e "- , 
dont les modules varient en progression géométrique» et les arguments 
en progression arithmétique. Dans le plan sur lequel on figure la va- 
riable z, les pôles sont disposés par files parallèles a la direction a>. 
Dans le plan sur lequel on figure la variable t, les valeurs correspon- 
dantes de ^sont marquées par des points placés sur deux spirales qui» 
d'une part» s'éloignent à Tinfini, d'autre part se rapprochent indéfini- 
ment de Torigine; ces points sont les pôles de la fonction X» considérée 
comme une fonction de t. La série» ordonnée suivant les puissances 
entières de ^ positives ou négatives» est convergente pour les valeurs 
de / comprises entre deux circonférences ayant pour centre Tori- 

gine et passant par les points t = e "" , i = e *" ; la série sera 
donc convergente pour les valeurs de 2» comprises entre deux droites 

60. 
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parallèles à la direction w et passant par les points z = (2/1 -+ i)— '^ 

a = (2/1 — i) —5 c'est-à-dire entre deux files voisines. 
Supposons n = o; la série sera convergente dans la bande comprise 



Fig. 80. 




entre les parallèles BoCq» B4C1 à la direction &>» menées par les points 

J3 = — » z = {Jig. 80). Les coefficients de la série sont donnés 

par rintégrale définie 



A«=r — / . l(z)e « dz. 



relative à une ligne située dans la bande. Nous remarquons d'abord 
que A-;„ = — A,„; car, en posant z = — a', on a 

A-„= — / 'k{z)e » dz I X(z')e « dz' — -^ A». 

Nous remarquons ensuite que 

Am = — 1 X(z)c " rf2 H / 'k{z)e «- rfz, 

et, en remplaçant z par ci) + z dans la seconde partie, 

A,= î ^— ^ / X(^)e— ^</^. 
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Il en résulte que A^^ ~ o et que 



A) 



Pour évaluer ce dernier coefficient, considérons l'intégrale définie 






Mz)e-^"""^^'^(Jz 



relative au contour du parallélogramme A'EFA, dont les som- 
mets A et A' correspondent h z = ±-i et les sommets F et E à 

J5 = dz - — n'oj'; les parties relatives aux deux côtés opposés FA, A'E 

sont égales et de signes contraires; la partie relative au côté EF est 
infiniment petite, quand n' est trës-grand ; l'intégrale se réduit donc 

à la partie relative au côté AA', c'est-à-dire à ^ Aa,^,-,. Mais l'inté- 
grale définie relative au contour du parallélogramme est égale k la 
somme des résidus relatifs aux infinis a = — (2/1 — i)— > n variant 



7 m — 1 



de I à n\ L'un de ces résidus étant égal k -n:Ç ^ , on a 



». m — 1 






nz=i 



et la série devient 



^ BOih ^ I - 



4Wî Y g"" sin ^^^""'^^^ 

/» = ! 



Développement de |x(j8). 

293. Les mêmes considérations s'appliquent à la fonction ii{z), qui 
admet aussi la période 20i et les mêmes infinis que X(z). En efiectuant 



478 LIVRE IV. - CHAPITRE DI. 

le développement dans la bande comprise entre les parallèles BqCo» B| C| , 
on aura 



I /»«, -4-241 m%zi 



Ici A^„ = A,„; on a d'ailleurs A^;,, = o et 



'2 






A) 

a 



On obtiendra le coefficient Asm-M comme précédemment, par la con- 
sidération de l'intégrale définie relative au contour du parallélogramme 

A'EFA; le résidu relatif à Tun des infinis a= — (an— i)— étant 
égs^l ^ ^ — j — y », on aura 



« = 1 



nt=» 



d'où 

(2) u(3)=3 — I_L X ^ — 



-^ ^ -^ ^ ^ — ^ cos — 



g"a)/r ^ I 4- q^"' ' w 



m = i 



Développement de v{z). 
294. Cette fonction admettant la période gj, la série sera de la forme 



v{z)^ ^ A 









et, pour la bande comprise entre les parallèles BoCq, B,Cf , on aura 



= — I viz]e " rfz. 
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On a ici A-;„ = A;„. Pour évaluer le coefficient A^, considérons Tinié- 
grale définie 



^.fv{z)dz. 



relative au contour du parallélogramme A'D'DA {^g. 80), dont les 

sommets D et D' correspondent aux valeurs z =^±~ — ta'; les parties 

relatives aux deux côtés A'D\ DA étant égales et de signes contraires, 
celles relatives aux deux côtés D'D, AA' étant égales, l'intégrale re- 
lative au contour se réduit à deux fois l'intégrale relative au côté AA', 

c'cst-k-dire à — ^ A». Mais cette intégrale est égale au résidu relatif au 

pôle — — > situé dans le parallélogramme; on en conclut que A© = — • 

On évaluera un autre coefficient A^ par la considération du paral- 
lélogramme A'ËFA, comme précédemment, et Ton trouvera 

27: (T 



— > -«)" 



-i^(iji-i)« ~- 



g(a ^u g<^ > + î*" 



n=i 



On obtient ainsi la série 



(3J v{2) = — I > -^-4 7 — cos ) 



Développement des fondions Dlogd(jz). 

295. La fonction méromorphe D log5 (5) = ^4^ admet la période cj; 

elle devient infinie aux mêmes points que les fonctions elliptiques; elle 
est donc développable en une série de la forme 



DlogÔ(^)=:= S A 






e ** 

m = — • 
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el convergente dans la bande comprise entre les parallèles BoCq, B|Q 
{fis* ^^)* I"^^ coeFficienls sont donnés par la formule 



6> 

1 



V 01 



La fonction Dlogô(j3) étant impaire, on a A© = o et A^;„= — A,„. On 
déterminera le coefficient A;„ à l'aide du parallélogramme A'EFA, 
comme précédemment; les parties de l'intégrale relative aux deux 
côtés opposés A'Ë, FA étant égales et de signes contraires, et celle rela- 
tive au côté ËF étant infiniment petite, l'intégrale relative au contour de 

ce parallélogramme se réduit k ^A,;,. Le résidu relatif au point 

a — — (2Ai — i)— est égal à y(5»«--*)/«^ puisque le résidu de D logô {z) 

2 

est égal à l'unité. On a donc 



/! = • 

m ^(lÊi — \\in ' 



A„~-~ > gO'»-)- — - 



w 1 — î 



twi 



n=i 



et la série devient 



(4 D loge 2) = -^ > — ^— i;;Sm 



m = i 



En remplaçant z par 2 + -» on en déduit la série 



ffK Fki fl/ > 47r V (— O^V"* • 2m7r2 

5 Dloge^z^"- > S1t^>" 

^ " 0) ii^ I — q^ 0) 



9 



convergente dans la même bande. 

296. Le développement de la fonction Ï)\og0i{z) ne peut pas s'ef- 
fectuer dans cette bande, k cause des infinis z = mtOf situés sur la 
droite AA'; mais on évite cette difficulté en développant la fonction 

Cp(2 ) :r^ D lOg ^^ =: D l0ge.(;2) ^ - COl —, 

sin — 

Où 
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qui n'a plus ces infinis. Cette fonction impaire, admettant la période w, 
est développable en une série de la forme 



^-<^ / 9.mxzi — xmxzi\ 



171 = 1 



et convergente dans la bande comprise entre les parallèles à la direc- 
tion G>) menées par les points z = ±.(ù\ Pour évaluer les coefficients 

Ci 

Am = - f 9(2) e « dzy 



on considère l'intégrale définie 



TT* J 



relative au contour d'un parallélogramme A'EFA, dont les sommets A 
et A' sont les points z = ±-3 et les sommets F et E les points 



z =± (3/1'+ i) — Les parties relatives aux côtés A'E, EA se 

détruisant, et celle relative au côté EF étant infiniment petite, l'inté- 
grale se réduit à — ^. A;„. D'autre part, la somme des résidus relatifs 

aux pôles a = — nw', situés dans ce parallélogramme, est _ .^ ' On 
a donc 

2 7r I ç"" 



A« = - 



(k) I — g*" 



et par suite 



m — » 



9(z) = ^^ > --^ — ii^sin î 



m=i 



(6) DIog0,(3) = -col h-— > -^ 

^ W W û) ^ l 



TT TTZ 4^ V^ <?*" . ^ninz 



61 
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6) 



En remplaçant z par z + -) on obtient la série 



(7) Dloge,{z)= tang h— > ^ — ^-srsin- 



m=i 



convergente dans la même étendue. 



Développement des logarithmes des fonctions elliptiques. 

297. Des développements que nous venons de trouver, on déduit 
immédiatement ceux des logarithmes des rapports des fonctions Q deux 
à deux. On a, par exemple, 

DIogX(a) = Dloge.U)-Dloge(«), 
DIog/:x(s)=:Dloge,(z) — Dloge(z), 
Dlogv(j5)=:Dlogei(«)-DlogÔ{z), 

et par suite 



(8) DIogX(s)= - col ^— > ^ ^ sm 



m = 1 

m=3 « 



(9) D log^(z) .- - ^ tang "^^^S ,il-— si 



^ ^ ^ sm ■ j 

0) 



m = i 
m— • 



(.0) Dlogv(z) = -^2^ 



^ ^ sin 



m s=i 



Çj(aM-i; jj^j 



Ces séries sont convergentes dans la partie du plan comprise entre les 

parallèles à la direction tù menées par les points =b — • Par Tintégration» 

on obtiendrait les développements des fonctions logd(z) et des fonc- 
tions logX (z), log|x(z), logv [z). 

298. Remarque 1. — L'équation (9) donne une démonstration 
simple d'une propriété remarquable des nombres entiers. Le premier 
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membre est égal à ^^ \^)n^) . ^^ dérivée, pour i = o, se réduit à — ^* ; 

en prenant de même la dérivée du second membre et faisant z == o, on 
obtient l'équation 



fit ^s 00 



(.0 ^ = ,^sy — pal 



^Çm 



m = 1 



Mais nous avons trouvé (n" 205) 



(12) 



— — m =« 

i/ç=fl,(o)=n-2 y ^'. 



m = 1 



Il en résulte l'identité 



m = • / m = • 



'■" •*«SrTSr? = — S'- 



in=i \ m = I 



Le premier membre, ordonné par rapport aux puissances croissantes 
de q, contient toutes les puissances de q^ et dans le second membre» 
ordonné de la même manière, chacun des exposants est la somme de 
quatre carrés; à cause de l'identité, on en conclut que tout nombre 
entier est la somme de quatre carrés. 

299. Remarque II. — L'équation différentielle 

du 



à laquelle satisfait la fonction u = 'k{z)f dont le multiplicateur est 
égal à l'unité, peut s'écrire 



on en déduit 

arcsintt= / y{z)dZf 

6i. 
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et, en vertu de la série (3), 



m= « 



(i4) arcsinX(-8)=: h 2 > — — 



^ sin 



m = I 



-4-9*") 01 



La même équation différentielle peut s'écrire 

= ^i — u^dz = (i{z)dz; 



on en déduit 

Tare sin Ara = I |ji(-8)rfz, 

et y en vertu de la série (a). 



lfl=:«o 



(i5) arcsin/rX(2) = 4v^^ > ; tt ;^rT;Sin 

^ ' ^ ' ^^^ ^ (2/n — i)(i-hfl""-') 



, (am — i)7rj5 



m = 1 



(2/n — i)(i-hg""-') û> 



G) 



Si, dans cette dernière équation, on fait z= -iOn obtient la série 



m — «o 



(*6) arcsinA-=4v/^ Y / ^ ' w T L -7\> 

' ^^^ ^ (2m — i)(i-h ç*"-*) 

ou, d'après une remarque faite au n^ 68, 



7m —1 



(17) are sinA* = 4 ^ (— ")^~' ^^^ tangg 



jn = i 



Les développements exposés dans ce Chapitre ont été trouvés par 
Jacobi [Fundamenta nova). 



■ ^ ^ m mm' 
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ADDITION, MULTIPLICATION ET DIVISION DES ARGUMENTS 

DANS LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



CHAPITRE PREMIER. 



PROPRllÉTÉS DES FONCTIONS 0, 



Formule fondamentale. 
300. Les fonctions 

admettant les deux périodes a>, Ol)^ leur somme 

admet ces mêmes périodes; c'est une fonction méromorphe doublement 
périodique du second ordre, dentales inCnis sont a et h. Or on peut 
disposer des coefficients Â elB, de manière que le numérateur s'annule 
pour z = a et pour z = b; il suffit pour cela que ces coefficients satis- 
fassent k la condition 

A6, (or — a) 9,(ar — 6) -f- B9t(x — «) ^' (/—*) = <>» 

quit à cause de la symétrie^ est la même pour les deux racines; alors 
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la fonction 9 (z), qui ne devient plus infinie, est une constante. L'un des 
coefficients restant arbitraire, on peut en disposer de manière que cette 
valeur constante soit égale à l'unité. On a ainsi l'équation 

Si l'on y fait successivement j? =y, z =a?, on obtient les coefficients 
et Téquation devient 

9, (a: — a) e, (a: — ft) e, (7 -h z — a — 6) e, (7 — «) 
-h0,(jr— a)e,{x~b)e,(z -hx-^a— i)e,(z —x) 

Nous y remplacerons a et 6 par — a et — 6, et nous l'écrirons sous la 
forme 

e, (^ -f- a) 6, (^ -f- 6) e, (j -f- z -4- a -h 6) 6, (j — z) 
(!) { -h e, (j-+-a)0,(jr-+-*)6,'(j3 4- ar -h a -+-6)6,(2 - j:) 

-h 6i(z -+-a)0,(z 4- 6)6,(x -hjr-»-« -+-6)0t(jr — y)=:iio. 



Cette équation renferme cinq quantités arbitraires x, y, z, a, b. On 
déduit le deuxième terme du premier, et le troisième du deuxième, par 
la permutation circulaire des lettres Xjy^ z. Le premier membre est une 
fonction symétrique des deux quantités a et 6, et une fonction alternée 
des trois quantités a;,/, z deux à deux. On vérifie aisément que l'équa- 
tion ne change pas lorsqu'on ajoute o) ou o)' ^ l'une quelconque des cinq 
quantités a;, j, jz, a, b, et qu'elle, ne change pas non plus lorsqu'on 

ajoute - ou ^ aux cinq quantités k la fois. 

301. De cette équation fondamentale on déduit un grand nombre 
d'équations de même forme, en ajoutant, soit -5 soit—» soit-^ — ^9 k 
une ou à plusieurs des cinq quantités a;, 7, z^ a, b, ce qui remplace les 
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fonctions 9| par d'autres fonctions 6: Chacune des lettres a^^y^ z entre 
dans deux des quatre fonctions Q qui composent chaque terme de l'équa- 
tion ; chacune des lettres a et 6 entre aussi dans deux de ces fonctions. 
Quelles que soient les quatre fonctions Q qui composent un terme, on 



(ù G) 



reconnaît que, lorsqu'on ajoute - ou — a Tune des quantités x, j, z, 

deux fonctions sont remplacées par d'autres, et, au signe près, les 
trois termes de l'équation sont multipliés par un même facteur dont 

on peut faire abstraction; il en est de même lorsqu'on ajoute - ou — 

à l'une des quantités a et b. Le premier membre de chacune des équa- 
tions renferme douze fonctions portant sur les quantités 

(x -{- a, X -^ b^ y '\- z -^ a -{- by y — z)y 
(y -h a, y -{- by z -¥- X -h a -h b, z —x), 
(z -f- a, z + ft, x-\-y 4- a + b,x — y)^ 

que nous supposerons toujours disposées dans le même ordre, ce qui 
nous dispensera de les écrire. Chacune des quatre fonctions Q pou- 
vant porter sur douze quantités, les équations renferment en tout 
i!2 X 4 ou 48 fonctions 9. 

Nous déduirons toutes ces équations de l'équation fondamentale, en 
attribuant à chacune des cinq lettres â?, j, z, a, b qu'elle renferme 
quatre valeurs différentes; par exemple, nous attribuerons à x les quatre 

valeurs x, x -}- -^ x -i — > a? -h Puisque l'équation ne change 

pas lorsque les cinq lettres éprouvent la même modification, nous 
pouvons laisser invariable l'une des lettres et nous borner à attribuer à 
chacune des quatre autres les quatre valeurs dont elle est susceptible, 
ce qui donnera 4^ ou ^56 équations différentes. Lorsque les deux lettres 
a eib éprouvent une même modification, l'équation reste symétrique 
par rapport à a et à 6; mais si une seule de ces lettres est modifiée, ou 
si elles éprouvent des modifications différentes, l'équation cesse d'être 
symétrique. Lorsqu'une seule des trois lettres a?, j, z, par exemple x, 
est modifiée, ou lorsque les deux lettres 7 et z éprouvent la même mo- 
dification, le premier membre de l'équation est encore alterne par rap- 
port aux deux lettres y Qi z; mais il cesse de l'être par rapport a a? et 
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à j^ et par rapport à a? et as. Nous sommes conduits de la sorte à 
langer les riSG équations en six classes^ de la manière suivante. 

302. Première classe. Relations alternes par rapport à deux quel- 
conques des lettres x^ y^ z et symétriques en a et h, — On les déduit de 
Téquation fondamentale en ajoutant aux deux lettres a et 6 la même 

quantité o, — » -» ? ce qui donne les quatre équations 

V| 0| 0| 0| -f- 01 0| 01 01 + 0| 0| 01 0| := O, 

0, 0, -h 0, 0, -4- 0, 0, = o, 

0i 0t 01 01 4~ 0i 01 0i 0» ~f" 01 0a 0i 0| = 0> 

03 0j 0i 0| -f- 0s 0| 0r0i -+- 0» 0j 01 0i =^ o. 

303. Deuxième classe. Relations alternes par rapport à deux quel- 
conques des lettres a?, y^ js, mais non symétriques en a et h. ^ On les 
déduit de Téquation fondamentale en ajoutant aux deux lettres a et 6 
des quantités différentes; comme on peut ajouter les six couples de 
quantités 

dans un ordre ou dans Tautre, on obtient douze équations de la seconde 
classe. On a d'abord les six équations 

0, 0, -f- 0, 0, -h 0, 0, =: o, 

0. 01 01 0< -+- 0. Oi 01 01 -f- 01 01 01 01 = o, 
01 08 03 0i "*~ 0i 0» 0j 0i ~f- 01 0» 0» 0i = o, 
0,0,0, 4-0 0,0,0, -h0 010,0, =o, 

0, 0, 0, 4- 0, 0, 0, -h 0, 02 0, r= o, 

0, 0, 0, 4- 01 03 0,4- 01 0, 0, = o. 

En ajoutant aux lettres a et 6 les mêmes quantités en ordre inverse» 
on obtient six autres équations qui se déduisent des précédentes par 
la permutation des lettres a et 6; afin de laisser les quantités a; + a* 
X -h bj... dans le même ordre » on permutera dans chaque terme les 
deux premières fonctions 6 considérées comme de purs symboles» de 
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manière que la fonction qui portait sur œ -h a porte maintenant sur 
a? -h 6, et réciproquement. 

304. Troisième classe. Relations alternes par rapport à deux des 
lettres x^ y^ z et symétriques en a et h. — Si^ dans les équations de la 

première classe, on ajoute à x l'une des quantités — » -i ^ — ^j on 

forme douze équations symétriques en a et 6, et alternes par rapport 
a j et js : 

0, e, — 0, e, ô e -f- 0, e, e e ~ o, 
0. 01 0. 0» — e + ~ o, 
0. 0, 0, 0. 4- 0a 0a - 02 0» == O, 

03 0a 0, 0. 4- 0s 0, — 0. 0s 3=: o; 

0a 0a 01 01 — 0i 0i 0a 02 ~^~ 0i 0» 0a 0a "^^ O, 
0a 0» 01 0i — 0a 0» + 0a 02 ^^= O, 
0i 01 0| 01 — 01 03 0a 0î -f- 0j 0s 0a 02 =^= O, 

0, 0, — 0, 01 0, 0v 4- 0s 0* 0a 02 = o; 

0J 08 0| 0| 0i 01 03 0s "f- 0| 0| 0s 03 = o, 

0a 0a 01 0. — 0, 03 -t- 03 03 = o, 

0, 0, 4- 0a 0a 0a 03 — 0a 0a 03 03 = O, 

01 0| 0| 01 -+- 0s 0s 0» 03 03 08 08 03 = O. 

On a de même douze équations alternes par rapport \ z ^X x^ et douze 
alternes par rapport à o? et y, ce qui fait 4 x 3 x 3 ou 36 équations de 
la troisième classe. Des premières on déduit les secondes en permutant 
circulairement les trois lettres x^ y^z\ ceci revient à permuter circu- 
lairement les trois termes considérés comme des symboles, en laissant 
toujours les quantités a;+ a, a;-h &,... dans le même ordre; on dé- 
duit de même les troisièmes des secondes. 

305. QuATRi^kME CLASSE. Relations alternes par rapport à deux des 
lettres x, y^ z^ mais non symétriques en a et b. — Elles se déduisent de 
celles de la seconde classe de la même manière que la troisième classe 
de la première. Si, dans les équations de la seconde classe, on ajoute 

à a? Tune des quantités — > -> ^ — —> on forme 12 x 3 ou 36 équa- 

62 
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tioDS non symétriques en a et b, et alternes par rapport ^y e^i z. On 
a d'abord les i8 équations 

e ©, e 0, — e, e 9, -f- e, e e, e = o, 

6 0, 0, 0, — 0, 0, 0, -*- 0, 0, 0, = o, 

0, 01 0, — 0, 0s 0, 4- 0. 0i 0, = o, 

01 0» 0. 01 — 02 0î +0 01 0, = o, 

0, 0, 0, 0, — 03 03 -h 03 0. = o, 

0, 0, 0, H- 02 0, 0, — 0, 0s 0. = o; 

0a 0s 0| — 0| 0s 0s H- 0| 08 0a ^^^ O, 
01 01 02 0| — 0i 01 0i 01 -f- 01 01 0i 01 =^ O, 

01 05 0, — 0, 0s 01 -f- 01 0s 01 = o, 
0s 01 0s 01 -f- 01 01 — 01 01 = o, 

0s 01 0| -h 0s 0| 01 — 0s 0i 02 = Of 

0, 0, -h 0« 0s 0s 0t — 01 0s 0s 01 = o; 

0s 010 0,-0,0 0,0s + 0. 0.010s = o, 
0s 03 0, — 0, 0» 08 -H 01 02 0n = o, 

0s 01 08 0t 0| 0S 0| 08 4- 0, 08 01 03 =^ 0> 

02 0s 0, -h 02 0. 03 — 02 01 08 = O, 
02 0, 01 0, -h 0s 03 — 03 03 = O, 
0, 0| 02 0S 01 08 "^~ 02 08 02 03 ^= ^* 

On obtient les i8 autres en permutant dans chaque terme les deux 
premières fonctions Q. On a, de même» 36 équations alternes par rap- 
port à js et â?, que Ton déduit des précédentes par la permutation cir- 
culaire des termes, et 36 équations alternes par rapport k x ei y^ ce 
qui fait en tout 12 x 3 x 3 = to8 équations de la quatrième classe. 

306. Cinquième classe. Relations non alternes par rapport à deux 
des lettres x^ y^ z, et symétriques en a et h. — On les déduit des 
équations de la première classe, en ajoutant aux trois lettres x^ y^ z 
trois quantités différentes, prises k volonté parmi les quatre quan- 
tités o, ~î -9 ^ — ^5 mais nous pouvons exclure la dernière ^ "^ ^ . 

car supposons que Ton ajoute à o?, j^, ^ respectivement o, ^j ""^" ; 
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en retranchant des cinq lettres la même quantité —9 ce qui ne 
change pas l'équation, on ramène ce cas a celui ou Ton ajoute 
— — » o, -> ou — î o, -• De même, supposons que Ton ajoute à a;, y, z 

respectivement — > -> ^ — ^\ en retranchant des cinq lettres la même 

quantité > on ramène ce cas k celui ou l'on ajoute -> — ? o. Ainsi 

nous pouvons nous borner a ajouter à â?, j, z les trois quantités o» 

-^9 - prises dans un ordre quelconque; nous obtiendrons de la sorte 

4 X 6, ou 2^ équations de la cinquième classe. 
En remplaçant, dans les équations de la première classe, y par 

y 4- — et J5 par 2 -f- -» sans changer a?, on forme les quatre équations 

B\ 6i 9^9^ -h 9 9 9^-67 — 03 9a 9 9 =0, 
9 9 9,9, -h 9, 0, 9t92—9,9,9 9 = o, 
9i 9i 9i 9t — 9i 9i 02 02 — 01 01 -— o, 
0» 9^9,9^ — 9,979297-9 9 9 9 = o. 

Concevons maintenant que l'on permute deux quelconques des trois 
lettres œ, y^ z, par exemple j et z; les douze quantités 

(^ H- a, ^ -I- 6, 7 -h z -f- a -f- 6, 7 -— z), 
iy-h a, y -^ b, z -hx-ha-h b, z — x)y 
( z -4- a, z-^-b, x-^y-ha-hbyX — y). 

sur lesquelles portent les douze fonctions qui entrent dans chaque 
équation, deviennent 

[x -\- ay X -[- b, y -^ z -h a -f- i, — y -^ ^), 
(^ -h a, z -+- fe, o: H- / -h a 4- 6, — x-\- j), 
[y -H a, j -h 6, z -\- X -\- a -{- by — z -!- x). 

Comme on peut changer le signe de la quantité sur laquelle porte la 
dernière fonction Q dans chaque terme, puisque cette fonction est paire, 

62. 
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on fiubstituera à ces quantités les suivantes : 

{x -{- a, X -h by jr -{- z '\- a -h b, jr — z)^ 
(z + a, z -^ by X'\-jr-\~ a-f- 6, x^y), 
(j H- a, ^ -f- ft, z -h- X -{ a 4- 6, z — x). 

Pour rétablir l'ordre primitif, il suffit de permuter les deux derniers 
termes de l'équation. Il résulte de \k que l'on peut, dans les quatre 
équations précédentes, permuter les termes deux à deux de toutes les 
manières possibles; les trois termes de chaque équation présentant six 
arrangements, on a ainsi les 24 équations de la cinquième classe. 

307. Sixième classe. Relations non alternes par rapport à deux des 
lettres x, y^ z, et non symétriques en a et b. -- Elles se déduisent de 
celles de la deuxième classe, comme la cinquième classe de la pre- 
mière, ce qui fait 12 x 6 ou 72 équations. Si, dans les 12 équations 

de la deuxième classe, on remplace 7 par y -h^ et z par an--» sans 
changer x, on obtient les 6 équations 



Ot 6 ôid^ -h 6 6| 6i di — ôi 63 9| 6 =^ o, 
ôiSiO 0s — d 03 6t 62 •+■ OiôiOiO = o, 

St 9,616^ — 9,e e. + etO 6,e z= o, 

6 63 0| 9z — 9\9z9 9t — 9i 9i 9^9 = o, 
9 9t9 9, — 9, 9, 9,9,— 9,9 929 = o, 
9i 9i 9i 9i — 9i 9i 9^9i -^ 9i9 9i 9 = o, j 

et les 6 que l'on en déduit en permutant dans chaque terme les deux 
premières fonctions 0. En permutant ensuite les termes deux à deux, 
comme nous l'avons expliqué, on formera les 72 équations cherchées. 

Équations à deux lettres. 

308. Première espèce. — Les équations précédentes renferment 
cinq quantités arbitraires â?,j, z, a, b. Si l'on attribue à quelques-unes 
de ces lettres des valeurs déterminées, ou si l'on établit entre elles 
certaines relations, les équations ne renfermeront plus qu'un moindre 
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nombre de quantités. Supposons que Ton fasse x=y = z = o; les 
quatre fonctions Of qui composent chaque terme, porteront sur les 
quantités a, 6» a + 6, o; les équations des quatre premières classes, 
qui sont alternes au moins par rapport a deux des lettres œ^y^ z^ se 
réduisent à des identités; les équations des deux dernières classes, 
étant indépendantes de l'ordre des termes, se réduisent k seize équa- 
tions distinctes, savoir : quatre pour la cinquième classe et douze pour 
la sixième. On a ainsi un premier groupe de quatre équations 

ô.(a)0.(6)0,(aH-i)08(o)-*-0(a)0 [b)B,{a-^b)e,{o) — Q,{a)B,[b)Q{a-{'b)Q{o) = o, 
{a)e{b)e,(a--hb)e,{o)-her{a)e^{b)e,{a'hb)e,{o)-e,{a)6,{b)e{a'{'b)9{o) = o, 
ô.(a)0,(6)ô.(a4-i)Ô3{o)--e,(a)0,(6)e,(a-4-6)0,(o)--ô.(a)0,(6)e(a-h6)9(o)==o, 
e.{a)et{b)e,{a-hb)9,(o)-9,{a)et[b)92{a'hb)e,(o)—e (a)9 (b)9 (fl-^6)9(o) = o, 

et un second groupe formé des six équations 



Ô,(a)9(*)0,(a-+ 6)9,(o)-|-e(a)e.{6)es(a -4-6)9,(0)- e,(a)e3(i)e,(a-i-i)Ô(o 

9^{a)9,{b)9,{a'^b)9,{o}-9,{a)9,(b)9,{a^b)9t{o)'^9,{a)9{b)9t[a'hb)9lo 

' 9,(a)9,(b)9,{a-hb)9,{o)'-'9 {a)9»{b)9 (a-+-6)e,{o) 'i-9,{a)9 (6)Ô,(a+6)e(o 

e (a)9,(i)e,(a + 6)ea(o)-0,(a)0,(6)e (a 4-6)6,(0) — 03(a)e,(6)0,(a-f.i)0(o 

0.(a)0.(6)0(a + 6)03(o)-e(a)0,(6)0.(a-h6)0,{o) + 0,(a)0,(6)e,(a-t-6)0(o 
9 {a)9,{b)9 [a-hb)9^{o)-9^(a)9^{b)9^{a-hb)9,{o}-9^[a)9 (6)0,(a + 6)0(o 



= o. 



= 0, 



= o. 



= 0, 



= 0, 



= 0, 



et des six qu'on en déduit en permutant a et 6, ou, ce qui est la même 
chose, les deux premières fonctions dans chaque terme. Ces seize 
équations trinômes entre les quatre quantités 0{a-h b) déterminent les 
rapports de trois de ces quantités a la quatrième, et, par conséquent, 
se réduisent à un système de trois équations distinctes. 

309. Segoicde espèce. — Supposons que Ton fasse y = z = o et 
6 = — a, les douze quantités sur lesquelles portent les fonctions d, 
dans chaque équation, deviennent 

(x -h a, X — a, G, o), (a, — a, or, — x), (a, — a, Xy x). 

Les deux quantités j" et z étant égales, les équations des deux pre- 
mières classes se réduisent à des identités. La troisième classe se com- 
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pose de trois groupes de douze équations; celles du premier groupe, 
étant alternes par rapport & y ei z, se réduisent aussi à des identités; 
celles du troisième groupe, se déduisant de celles du deuxième par la 
permutation de y et z, se confondent avec cellesrci; il suffit donc de 
considérer les douze équations du deuxième groupe. La cinquième classe 
se compose de deux groupes de douze équations, tels que le second se 
déduit du premier par la permutation des deux derniers termes; ces 
deux groupes se confondant, il suffit de considérer les douze équations 
du premier groupe. Ainsi la troisième et la cinquième classe donnent 
les a4 équations suivantes : 



e,{x 



a) 6,(x 
a) 6,{x 
a)di{x 



6(x-i-a)6{x 
e{x-ha)$ {x 
e (x + a)9{x 



0,{x 
9,(x 
0,{x 



a)e,{x 
a)et{x 
a) 6,{x 



a) 6' 
a) 9 
a) 9 

a) 6 
a) 9 
a)9 

a) 9 
a) 9 
a] 9 



9,{x + a)9,{x—a)9 
9t(x-^a)9i[x — a)9 
6t{x+a)9t(x — a)9 



0) = 

0) = 

o) = 

o)=- 
o) = 

0) = 

o)=- 

0)=- 

o)=- 
o)=- 

0) = 

o) = 



9'(a)9\{x) — 9\(a)9'(x) 
9\{a)9\[x)-9\{a)9\{x) 
9\{a)9\[x)-9\{a)9\{x) 



9\(a)9\{x) 
9\(a) 9\(x) 
9\{a)9\(x) 



9*(a)9\(x) 
9\a)9 



9\{a)9\{x) + 9\[a)9 
9\{a)9\(x) + 9\[,a)9 
9^[a)9\{x)-ir9\{a)9 

9\{a) 9\{x) -(- 9\{a) 9 
9f[a)9\[x) + 9\{a)9 
$\{a)9\(x) + 9\[a)e 



(x) = 
{x) = 
{x) = 

(x) = 

w= 

(x) = 



9\(a) 9 
9\(a) 9 
9\{a)9 

9\{a)9 
9\{a) 9 
9\{a)9 

9' (a) 9 
9l(a) 9 

eiw 9 

0»(a) 6 

9](a)9 

: 9\{a) 9 



(x) 
ix) 

(X) 
{X) 

{x) 
(x) 

{X) 
(X) 

(x) 

(X) 

(*) 

{X) 



9' 
9' 

-e] 
-0', 

9' 



a) 9l(x) 
a)9l{x) 
a) 9\{x) 

a) 9\{x) 
a) 9l(x) 
a)9^x) 

a) 9Hx) 
a) 9* {x) 
a)9'(x) 

a)9',{x) 
a) 9l{x) 
a)9'{x). 



Les deuxièmes membres proviennent de la troisième classe, les troisièmes 
de la cinquième classe. Les premiers membres étant symétriques ou 
alternes par rapport à a? et a, les deuxièmes et les troisièmes membres 
jouissent de la même propriété. Les produits ${x + a)0{x — a), for- 
més d'une même fonction 0, sont égaux, d'après cela, k des expressions 
binômes renfermant les carrés de deux fonctions 6 [x) et les carrés 
de deux fonctions 0{a). 

Remarquons que les six expressions d'un même produit peuvent 
se déduire de l'une d'entre elles, à l'aide des deux relations linéaires 
qui existent entre les quatre fonctions 6* {x) et de celles qui existent 
entre les quatre fonctions Q' (a) (n° 157). 
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310. La quatrième classe se compose de trois groupes de 36 équa- 
tions; le premier groupe se réduisant à des identités, et le troisième se 
confondant avec le deuxième, il suffit de considérer celui-ci. Dans ce 
deuxième groupe, il y a i^ équations qui renferment la quantité 
nulle di(o), et* qui, par conséquent, se réduisent à des identités; il 
en reste 2^^ qui se confondent deux à deux ; le nombre des équations 
distinctes est donc 12. On reconnaît d'ailleurs que la sixième classe 
donne les mêmes équations que la quatrième. Ces équations sont les 
six suivantes : 



6t{x +a)ô 

6 (a;-f-a)6s 
Otix 4- a) e. 



{x 
{x 
(x 
{x 
{x 
{x 



-a) 9,(0 



— a^,(o 



a) e,f( 

a) 61(0; 
«)es(o 
a)ô,(o 




[x)B^{x)y 

(x)0 (x), 

{x)B[x)y 

{x)e[x), 
{x)B[x), 
{x)Qi{x), 



et les six qu'on en déduit, en remplaçant a par — a. Les deuxièmes 
membres, comme les premiers, sont symétriques ou alternes par rapport 
à a? et a. Les produits d(â? + a)d(a7'— a), formés de deux fonctions Q 
différentes, sont égaux à des binômes renfermant chacun les quatre 
fonctions 0[x) et les quatre fonctions Q (a). 



Formules de Jacobi. 

311. Des relations précédentes on déduit aisément des formules re- 
marquables trouvées par Jacobi {Journal de CreUe^ i845). Soient 
a, b, c, d quatre quantités arbitraires; si Ton désigne par a\ b\ c\ d' 
quatre quantités nouvelles définies par les formules 



(0 



I 2c' =:a4-fr— c-+-rf, 7.d' z^a-^-b-^c — d, 



f • 



on a réciproquement 



(») 



aa = — a' -+- 6' 4- c' H- rf', aft = a* — i' -+- c* 
ao = o' + 6' — c' H- </*, arf=a'+6' + c' 



d'. 
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On peut remplacer ces deux systèmes de formules par les relations 
équivalentes 

On a aussi la relation 

(4 ) a» -h 6» 4- c' 4- rf' = fl'» -h h'* 4- c'^ 4- d\ 

Supposons maintenant que, dans les six classes d'équations géné- 
rales, on fasse a=^a, b= — a^ c'est-à-dire a-h b = o; chacune d'elles 
renfermera les douze quantités 

dans l'ordre où nous les ayons écrites. Si Ton pose 
d'où 

a4-ft a — h c-hd c — d 

x= ) a=. > T==^ > z = > 

2 a *^ 2 a 

on aura 

y-ha = b', y-^ a=.a! y z + x = d', z — x^ — c'. 

Dans chaque équation, les quatre facteurs du premier terme porteront 
sur a, 6, c, d les quatre facteurs du second terme sur b\ a\ d'^ — c'; 
afin de conserver l'ordre alphabétique des lettres, on permutera dans 
le second terme les deux premiers facteurs entre eux, ainsi que les deux 
derniers, en ayant soin, avant la permutation, de changer le signe de 
la quantité qui entre dans le dernier facteur. 
Dans le troisième terme entrent les quantités 

a — b-\~c — d a-h b -^- c -h d 

z -^ cc-= > X -hr= — > 

2 "^ 2 

— a-hb-hc—d a-h b — c — d 
z — a~ , X"-r=^ > 

2 "^2 

que nous désignerons para", b'\ &\ d*. De cette manière, dans chacune 
des équations, les quatre fonctions qui forment le premier terme por- 
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teront sur les quantités a, t, c, rf, celles du second sur a\ &', c\ d\ et 
celles du troisième sur a"^ b'\ c", d'\ dans l'ordre alphabétique des 
lettres. 

312. Gela posé» considérons celles de ces équations qui renferment 
le terme d, ^s ^% ^s» que nous supposerons placé au troisième rang par 
des permutations circulaires, et égalons les valeurs qu'on en tire pour 

0, (a") e, (6") 0, (c") Ô, {d") ; nous'aurons 

( ô e -h(e,e,d,e,y = 6,e,e2 9,-\-{e e e ey 

(5) J 

En égalant les valeurs de 0(a")5(fe")5(c'')0(rf/'), on a de même 

(6) QQ6B-^Q,6,Q,e,=z[QQQQ)'^{9,B,e,Q,y. 

Les termes non accentués renferment les Icfttres a, b, c, d^ les termes 
accentués les lettres a\ t'y c\ d\ Les relations (5) et (6) ont la même 
forme que les relations (3); les deux suites de quantités 

Il S 9 6 6f 6ï 9, 0a 0a , 0| 0| 01 0i , ^8 04 0J 0a > 

^ ^ 1(0,0,0.00', (9 9 9 9)\ {9,9i9i9,Y, {9,9,9,9,Y 

y jouent le même rôle que les deux suites de quantités 

a, b, Cf d, 
a', b\ c', d' 

dans les équations (3). On en déduit les formules 

-^{9,9, 9t9,Y := — 9 9 9 9 + 929t 0, 0a -+- 0, 0. 0i 0. -+- 0» 03 0. 03, 

.2(0000)=: 9 9 9 9 — 9,9^9^9t'\- 9x9,9x9, -\- 939^9^9^, 

^^^ ^ 2(03 0.0,0,/:=^ 99 9 9 -h 9,929,9^-9, 9, 9,9, '\-9^9^9^9^, 

!i{9,9,9,9,y= 99 9 9-^9,9^9,9,-^ 0, 0. 0, 0, — 0, 0, 0* 0., 

analogues aux formules (i). On en déduit ainsi la relation 



va 



I (0 0)» -+- (0a020.0a)' "+- (0,0.0.0.)' "+- [9,9,9,9iY 

^^^ I ==[(0,0,0a0a)'?-H[(0 0)']^ 4- [(03 03 03 03)']' 4- [(9. 0.0.0.)']% 

analogue à la relation (4)* 

63 
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A cause de la symétrie des formules» il est clair que Ton peut per- 
muter à volonté deux termes de Tune des lignes A, pourvu que Ton 
permute aussi les termes correspondants de l'autre ligne. Les relations 
ne changent pas. 

313. En égalant de même les valeurs de (d2$2^3^sr ^^ celles de 
{QQO^Ô^ y\ on obtient les relations 

9 0,0,4- 0.0.0 i-:(0 0,0,)'-h(0.0.0 y, 

analogues aux relations (3), par rapport aux deux suites de quantités 

( 0, 01 , -01 03 0i 0a, 0,0,0 0, 03 0Î0J01, 

1(0,0,0,03)', (0 0.0.)', (03030.0,)', (0.0,0 0)'. 
On en déduit les formules 

2(0, 0, 0. 0»)'= — 0, 0, -I 0, 0,.03 03 -4- 0, 0, -f- 0, 03 0, 03, 

2(0 0,0,)'— 000,0,— 0,0.030.,-f 0,0.004-03030,03, 

^"^^ ^ 2(0, 03 0a 0,)'= 0, 0. 4- 02 0, 03 03- 0. 0, -h 03 03 03 03, 
2(0,0,0 )'— 0,0,4-0,0,03 0.4-0,0,00- 03 03 0,03. 

En égalant les valeurs de {62O266Y et celles de (5,03 6, 5,)", on 
obtient les relations 

( 0, 0, 4- (0, 0, 03 0s)'-::-: 0. 0, 03 03 4- (0 0, 0,/ 

(l,) =0,03 4- (03 0.0,0.)'^ 0,03 0,0, -h(0,0,00)', 

( 0,0,4- 0,0,0 — (0 0,0,)'4-(0,0,0 0)', 

analogues aux relations (3)i par rapport aux deux suites de quantités 

,^x I 0,03, 0,0,0303, 0,0,0 0, 03080.0., 

1(0.0.0303)', (0 030,)', (0S030.0.)', (0,0,0 0)'. 
En égalant les valeurs de (636366)" et celles de (62636,6,)", on 
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obtient les relations 

(12) ]— 9,9,9 9 -{- {9,9,9, 9ty= 9,9^9^9, -¥-{9,9,99)', 

•( 9 9 9,9, -h 9,9,9 9 ^ {9 9 9,9,)' -h {9,9,9 9)' , 

analogues aux relations (3), par rapport aux deux suites de quantités 

,j^. l 9 9 9,9,, 9,9,9,9,, 9,9,9 9, 9,9,9,9,, 

^ ' I {9,9,9,9,y, '{9 9 9,9,y, {9,9,9,9,)', {9,9,9 9)'. 

Dans les trois groupes de relations caractérisés par les dispositions 
(B), (C), (D), on peut, à cause de la symétrie des relations, permuter 
deux termes de Tune des lignes et les deux termes correspondants de la 
seconde ligne. La symétrie des formules (i) et (2) permet aussi de 
permuter deux quelconques des lettres a, b, c, d; ceci revient à changer 
l'ordre des facteurs dans les relations précédentes. Nous avons ainsi 
toutes les relations où la même fonction forme deux facteurs d^un terme, 
et une autre les deux autres facteurs. 

314. En égalant les valeurs de [O^O^O^Oy et celles de [OO.Q^Q^]", 
on obtient aussi les relations 

i 9 9,9,9,-^ {9 9,9,9,y^ 9,9,9,9 -\-{9,9,9,9y 
(i3) I ^--9,9,9 9,-h {9,9,9 9,y= 9,9 9,9, -h {9, 9 9,9,y, 

\ 9 9, 9, 9, -h 9, 9,9 9, = {9, 9, 9, 9y -h {9, 9 9, 9,y, 

analogues aux relations (3), par rapport aux deux suites de quantités 

{99,9,9,, 9,9,9,9, 9,9,9 9,, 9\9 9,9,, 
^^ \{99,9,9,f, {9,9,9,9y, {9,9,99,y, {9,99,9,y. 

On en déduit les formules 



(-4) 



i{9 9, 9, 9,y-^ -9 9,9,9,-v- 9, 9,9,9 -h 9, 9,9 9,-^9,9 9, 9„ 

i{9,9, 9,9 y ^ 9 9, 9, 9,— 9, 9,9,9 -h 9, 9,9 9,-h9,9 9, 9„ 

7.{9,9, 9,9 y— 9 9, 9, 9, + 9, 9, 9^9 — 9,9,9 9, -h 9,9 9, 9„ 

\ ^{9,9 9,9,y== 99,9,9,+ 9,9,9,9 ■+ 9,9^9 9^— 9,9 9,9,. 

63. 
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Chaque terme est formé des quatre fonctions 0, On obtient toutes les 
relations de cette sorte, en permutant de la même manière les facteurs 
dans tous les termes. 



315. Si, dans les équations générales, on fait x = y = o, les douze 
fonctions d, qui entrent dans chacune d'elles, portent sur les quantités 

(a, 6, a -f- 6 -4- Jî, — z), (a, 6, a -+- 6 -4- z, jj), (« 4- a, z -f- 6, a -h 6, o). 

Les équations de la troisième classe qui contiennent l'un des termes 

0666, ÔQe^Ô^, 6 6 O2& 2, donnent 

Q{a -h z) B[b -f- z) B[a -h b) Q[o) 
= e{a) e{b) 9{z) d{a-hb-hz)-h e,{a) 0.(i) 0,(z) 9,(a + é -+- z), 

e{a -4- z) e{b -h z) e,{a -h b) 0,(0) 

= d{a) e{b) d,{z) e,{a -h 6 -+- 2) -+- e,{a) e,{b) e,{z) e.(a -h 6 -h z), 
e{a -h z) e{b -h z) e^[a -h b) 0,(0) 

= 0{a) Q{b) 6,{z) e,(a -^b-hz)-h 6,(0) e,{b) 0,(z) 0,(a -h 6 -4- z). 

En divisant membre a membre les équations précédentes et celles que 
Ton obtient en remplaçant z par — z, on a 

e{a'{-zj9{b-hz) ^ e{a) Q{b) Sjz) e{a-\- b-^ z) -^ B,{a) 0.(6) Q,{z) B,{a-\-b -{- z) 
B\a - z) B(b - z) "" 6{a) 0(6) 0(z) B{a-hb-Zj^ 0,(a) 0,(6) 0,(z) B,{a-hb-z) 

_ B{a) B{b) B,{z) B,{a-h b -h z) -h B,{a) B,{b) 0. (z) 0, (g -h 6 -f- g ) 
B{a} 0(6) 0,(z) 0s(« + 6 — z) — B,{a) 0,(6) 0.(z) 0,(a 4- 6 — z) 

_ B{a) 0(6) 0,(2) 0,(a + 6 -4^ g) -f- B,(a) B,{b) 0. (^) 0, (g + 6 -+- g) 
9{a) 0(6j 0,(3) 0,(a-f- 6-zj - B,{a) B,[b) B,\z) Q,{a -h 6 - «)* 

Si Ton désigne le premier membre par N, on en déduit 

\(aM(b\—l. ^(-g) N0(g-h6-jg)^0fa-h6-+-g) 
l y'^W-^ 0,(2)N0.(aH-6-z) + 0.(a-f-6H-z)' 

fi5) / ara^ aib) - *:! Mf) N0.(fl-4-6-z)-03(a + 64-z) 

^ ^ Jf*Uf*U A- 0,(z) N0.(«-f-6-z)-f-0.(«4-64-z)' 

vfa) vr6) = ^' Mf) N0,(a + 6~^3)-0,(g4-6+z) 
^^ ^^ 0.(2; N0,(a-+-6-^;4-0,(a4-6-+-z) 
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316. Ces dernières relations permettent de résoudre une question 
de Calcul intégral, intéressante par son analogie avec les fonctions 
abéliennes {Académie des Sciences; Savants étrangers y i85i; Mémoire 
de Rosenhain). Les deux équations différentielles simultanées 

/ du dv - 



auxquelles on joint les conditions initiales a = o, ^^ = 0, Au = i, 
^ç =z r pour ^ ~ o et y = o, ^u et àv désignant les deux radicaux 

V(i — w'^'j (1 — A'^w'*), \/(i — v»'^) (1 — k^v'^)f définissent deux fonctions li 
et V des deux variables indépendantes x et y. On peut les mettre sous 
la forme 

(«7) { 

Si Ton pose 

d'où u — X(^)' ^ == ^(0» ^®s équations deviennent, en vertu de la for- 
mule (21) du n''275> 

ou 

En remplaçant a, b, z par z, ^ a dans les équations (i5), et remar- 



(20) 
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quant que la quantité N devient égale à e"^^^ on n 

\{''\\(t\- ' ^^^^ e -re{x-a )- ere{x-^a 
^[^)Hn — ^ Qj^^j e-rO,{x - a) -h ere,{x -^ a)' 

l ) (t)- ^'' ^'^^^ erre^ix — a) -erB,{x-\-a) 
\ v[z)vit) -*'^'i^ f2^^!(^^«^.Il^il^±.^). 

Les seconds membres de ces équations sont des fonctions monotropes 
des deux variables indépendantes x et y, La première donne le pro- 
duit uv^ la seconde donne \j{\ —u^) (i — v^), d'où l'on déduira u^-\-s^^. 
On en conclut que u} et v^ sont les racines d'une équation du second 
degré 

dont les coefficients P et Q sont des fonctions monotropes des deux 
variables a? et j. A chaque système de valeurs de a? et ^ correspond un 
seul système de valeurs de m* et v^\ ces valeurs de u^ et de v^ se per- 
mutent, quand les variables x ^iy arrivent aux mêmes points par dif- 
férents chemins. 

A l'inspection des équations (20), on reconnaît que les quantités u^ç^ 
et u^ +.(^^ reprennent les mêmes valeurs quand on augmente x de o), 
y ne changeant pas, ou j^ de tti, x ne changeant pas, ou simultanément 

X de 0)' et j' de --— • On en conclut que les deux fonctions monotropes P 

et Q reprennent les mêmes valeurs pour tous les systèmes de valeurs 
de a? et de j< compris dans les formules 



• 



„ , , , 27rrti 
X -y- mw + m w , y -+- /n tti -f m 5 

/n, m\ m" étant des nombres entiers quelconques. Ces deux fonctions 
admettent donc trois systèmes de périodes conjuguées : 

pour Xf 6), o, &/; 

pour 7. o, TT/, -j— • 



ADDITION DES ARGUMENTS. 503 



CHAPITRE II. 
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317. Nous avons trouvé (n® 308) seize équations trinônies, linéaires 
et homogènes, entre les quatre quantités 6 (a + fe),ô,(a-f-fe), 02{a-{-b)y 
6^{a-\- b)j qui déterniinent leurs rapports et qui, par conséquent, 
peuvent se réduire à trois d'entre elles. Si l'on divise tous les termes 
par le produit [a) 9 (6) 6{a-\-b)0 (o), elles se transforment en des re- 
lations linéaires entre les trois quantités X(a h b), ]ji(a + 6), v{a-hb). 
Les quatre premières 

|x(fï4- *)-+-X{flJA{i)v(a4- ft) — fj.{a)yL(b)zz2 0, 
v{a-\- b)-h k^'k{a)l(b)iJL (a -h b)— v{a)v{b) — o, 
v{a)v{b)ii{a'¥'b}--ix{a)iJ.(b)v{a-^b)-hk'''k{a)'k(b} — o, 
v(a)y(b)v{a'hb) - /r»|7.(a)/x(6)/x(rt -f- 6) — A"'', 

sont symétriques en aeib; les douze autres sont les suivantes : 

l{a)ii(a-^ b)-h'k(b)v{a-h b)— ix{a)v{b)'k(a-h b) = o, 
lj.(a)v(b)ix(a-\'b) — v(a)ii(b)v{a-hb)'hk'n{a)'k{a'^b)=o, 
)v(a)v(i)X(a-h6)H-fA(a)fJi(a-4-6) — yL(b) — o, 
li[b)'k(a^b) — l{b)v{a)a(a -f- 6) — A(.a)v(6) i^^ o, 
V {b)'k{a -^ b) - l{b) ii{a) V (a '\- b) ~ lia) ii{b) -- o, 
y(tf)v(a-4-6)-4- A*A(a)|Lt{6)X(flH-6j — v(6)^o, 

et les six qu'on en déduit par la permutation des lettres a et b. 

m 

318. Les deux premières donnent ^(a -4- 6) et v(a -h 6); en substi- 
tuant ces expressions dans la cinquième, ou dans Tune des suivantes, 
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on trouve X {a + b). Oo obtient ainsi les formules 

*^"+*^^ i-knHa)l'{b) ' 

y(a^b) = r^AnM«)V(frr ' 

relatives à l'addition des arguments dans les fonctions elliptiques. Quand 
on connaît les valeurs des fonctions elliptiques pour les arguments a 
et b^ elles donnent leurs valeurs pour un argument a-hb égal à la 
somme des deux premiers. 

A l'aide de ces formules et de celles du n^ 235» on peut, lorsque le 
module k est réel, positif et inférieur à l'unité, calculer les valeurs des 
fonctions elliptiques X(z), ii{z), v{z) pour une valeur imaginaire 
z = X -^ yi attribuée à l'argument. 

Les relations de seconde espèce conduisent encore plus rapidement 
à ces formules. Considérons, en effet, les trois équations (n° 310) 

Qx[x + a) Q(x — a) ^3(0) e,{o) ™ O^ia) 0,(^) 9 (x) e,{x) é- 0.(a) 9 {a) ô,(x) 0, (x), 
9,(x -h a) 9 [x — a) 0,(o) 9(o)z=9 (a) 9,{a) 9,{x) 9 (x) — 0,(a) 9i{a) 9^{x]9t(x), 
9^(x + a) 9{x — a) 9,{o) 9 {o) = 9 {a)9,{a)9,(x)9 (x) — 9, (a) 9,{a) 9^(x) 9, [x), 

et divisons chacune d'elles membre à membre par la quatrième équa- 
tion du n"" 309 

9[x-\'a)9{x--a) 9'{o) — 9'{a) 9'{x) - 9] (a) 9] (x), 

nous obtiendrons immédiatement les formules (i). 

319. Les formules précédentes, dans lesquelles on remplace b par 
— b, deviennent 

/■j. ., Ma),x{b) v{b )-Mb),x{a)vla) 

) fx(a)fA(fc)H- X(a) M6)v(a)v (*) 
( ,, ) { p (a - 6 ) __^_j._^j_j^ , 

, .. v{a)v{b) + /('Ma)Mb)ix{a)ijAb) 



i-/f'X'(a)X'(A) 
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Oq en déduit un grand nombre de relations, parmi lesquelles nous 
citerons les suivantes : 



(3) iiJi 



(4) 



(S) 



(6) 



fl-h 6) -t- A (rt — 6) :-: 

a-4-ft)-f-^(a — 6) = 
a-hb)-{'v[a — 6) — 



a-hb)—l(a-'b) = 



-"i~. » 



a-hb) — fx(a — b) — — 



2'k{a)fjL{b )v(b) 
i — k'Viajl^ib) 

9.fx{a)ix{b) 
i — k'l'(a)A'(b)' 

2v(a)v(ft) ^ . 
I— A"'X>(a)V(6)' 

2X(6)/x(a)v(«) 

2lia)l{b)v{a)v{b) 



i-'k'l'[a)}?(b) 

!i/i'l[a)'k{b)iiia)ii.{b) ^ 



a -h i)A (rt — é 



a -h b)fjL(a — b 
a-h b)v (a — b 



a -4- b)v{a — 6 

a -+- 6)v(a— 6 
a-h 6)|ui(a — 6 
a H- 6)/x(a — 6 



XM«)-^'(*) 



i~ 5 



_ k'ii'{a)ix^b)--hk'\ 
"" I — /f'X'(ajX»(6) ' 

4-/:x(a — 6)v(a -f- 6) = 

~ yiia — b)v{a -h b\:=: 

4- X(a — é)v(rt-h 6) = 

— X(a~6)v(a-f-6) = 



X(a — 6)fz(a4-6) = 



— X(a — 6)fA(a-4-6)^^ 



2|UL(tf)v(a)|ti(6)v(fe) 
— 2*'»X(fl)X(6) 



■; .-V 1 



i~-/i^XM«)XM*) 

2X(fl) v(g)fJL(t) 

1 — A^X'(a)X'(6)' 

2X(fe)v(ft)|LL(fl) 

I— /i^X»(a)XMi)' 
2X(a)|ùi(a)v (6) 
i-A-'X»(a)XM6)' 
!il(b)ii{b)y(a) 
i-A-»X'(ojX'(6)' 



Le groupe (5) résulte immédiatement des relations du n" 309. 
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La première des équations (4) peut être mise sous la forme 



(7) 






on a aussi 



(8) 



X^(^ + 6)^XMa-ft)-:-j^,D:jog[i-**i«(a)X'{6)]. 



Jacobi s*est servi de ces dernières formules pour trouver les dévelop- 
pemenls des n*'* 285 et 286. 



320. Si, dans les relations (3), on ajoute à a Tune des quantités—» 

6) G> -f- w' 



1 2 



9 on obtient les neuf relations 



(9) 



1 



^(a-h b) 

I 
^(a-^-b) 

I 


v(a -h b) 


v(a -+- b) 


|:x(a 4- b) 
v{a -h b) 


Ma-^b) 




/:^(a-i- b) 
li.{a-^b] 



-I- 



4- 



H- 



H- 



H- 



-h 



H- 



X(a-6) 
I 

I 

v(a— 6) 

v(a— 6) 
v(fl — fe) 

yja — b) 
Ma-b) 

l(a- b) 
u(a--b) 

X(g — fc) ' 
[J.(a-b) 

[i{a— b) 



ii'k{a)u{b)y[ b) 

:ih^ix(a)fx{b) 
v'(a)v^b} -A-'»' 

^v(a)v(6) 

2|ut(a)fx(6)v(fl)v(6) 
/r'»4-/r>'(«)F'(*) ' 

y*(a)v»(6) — A-'» 
^'k{a)ii{b)v{a) 



svrrr- > 



2X(a)/:x(6)v(a-) 
h''-hk'ii'[a)iJL^{b) 

iik''k{a)fM{a}v( b) 
v^{a)v'{b) — P^ ' 

2A(fl)|ui(a)v(é) 



l{a-{-b} X(a--6)'' X^(a) — X»(6) 



Les équations (4) donneraient, de la même manière, neuf relations 
analogues aux précédentes. 



321. Remarque. — Nous avons dit (n®260) que le problème de la 
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transformation est de trouver une fonction y de Xy telle que Tex pres- 
sion différentielle -^=7 où Y désigne un polynôme entier du troisième 

ou du quatrième degré en y^ se transforme en un autre de même 
forme -y=9 X étant aussi un polynôme entier du troisième ou du qua- 

trièrae degré en x. La formule \[z + t)=^ ?^)M Ov(0 + X(OM^ )v(L), 

dans laquelle on regarde z comme une variable et t comme une con- 
stante, opère la transformation la plus simple. Si Ton pose» en effet, 
a: = X (z), j^ =:= X (z -t- ^), et que l'on représente par a la constante X (^), 
cette formule devient 



(lo) r = — — i ~ 



mais on a 



az = -^-— — ■> d(z -{- 1) =^ dz 



d'où 

dy dx 



(II) 



V(r-r')(> — *'/') \/(i-^')(i-/r*:c') 



Ainsi, quand on remplace j par sa valeur donnée par Téquation (lo), 
la première expression différentielle se transforme en une autre tout 
à fait semblable. Cetle fonction y de a? est l'intégrale de l'équation 
différentielle (ii), à laquelle on joint la condition initiale y^=^a 
pour a; =^ o. 

La découverte d'Euler, à laquelle nous avons fait allusion au n^ 270, 
et qui a été le premier pas dans l'étude des fonctions elliptiques, con- 
siste dans l'intégration, sous forme algébrique, de l'équation diffé- 
rentielle 

^ - dx dy^ 

v/{i ~-x»j(i — A-'jp') v^(i — y"") (l — /f'j^) 

La formule de l'addition donne immédiatement cette intégrale; car, 
si l'on pose a? =::X(a, A), j = X (/, A), l'équation précédente se réduit 

64. 
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à dz H- rf/ =^ o; l'intégrale générale est a -*- / = C, ou bien 

C et C étant des constantes arbitraires. En développant X(z + /), 
d'après la formule (3), on obtient l'intégrale trouvée par Ëuler 



I — k^x^y^ 



Autre méthode. 

' 322. On peut obtenir directement les formules de l'addition sans 
recourir aux propriétés des fonctions 9. La fonction 

dans laquelle on regarde / comme une constante et z comme la va- 
riable» est impaire et admet les périodes 2 o), tù\ comme la fonction X [z). 
E^le est du quatrième ordre; car elle a quatre infinis dans chacun des 
parallélogrammes du réseau construit sur les périotles» savoir les deux 

infinis z= /, js = « H t de X (a -f- /) et les deux infinis 



2 = — -h /, 2 = w H !- / de X(z— /). Les quatre zéros sont o, co, — > 

o) + —^ les deux premiers sont les zéros* les deux derniers les infinis 

deX(j3). On a à'^iWeiirs /{(ù — z) z==/{z). D'après le théorème du 
n^ 160, celte fonction est égale a une fraction rationnelle du second 
degré en X(2). La fonction s'annulant quand X{z) devient infinie, le 
numérateur est du premier degré, le dénominateur du second degré; 
la fonction étant impaire, le numérateur est impair, le dénominateur 
pair. Le dénominateur, devant s'annuler pour les quatre valeurs de z, 
qui rendent /(z) infinie, est de la forme 

[m^)-x(^-^)][x(.)-x(^-h/)]-X'(z)-X'(:^ + /); 
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on a donc 






On déterminera la constante A en prenant la dérivée et faisant z = o, 
ce qui donne 

aX' (/)=:= A V(o), 

d'où 

On obtient ainsi 

» 

(.4) x(z-./) + M^-/)-Y3i.vx%y3^7r 

En permutant les lettres z et ^ on en déduit 

En ajoutant ces deux expressions membre à membre, on arrive à la 
formule 

^fil 1/^ . ,,_ X(^)fz(/)v(/) + X(Oj:A(js)v(z) 
(ib) X(z-f-/)- _^_^ 



323. La fonction paire 



qui admet les périodes 2(ù, o -h (û\ comme la fonction [i {z), et a les 
quatre infinis z = ± -- np / des deux fonctions fx (z -f /) , fx (2 — /), 

est aussi du quatrième ordre; les zéros sont d= ~el=i=^; les deux 

premiers sont les zéros» les deux derniers les infinis de |x(js). D'après 
le même théorème, cette fonction paire est égale à une fraction ra- 
tionnelle du second degré en /x(js). La fonction s'annulant quand 
p.(z) devient infini, le numérateur est du premier degré, le dénomi-- 
nateur du second degré; la fonction s'annulant avec jx(2), le numéra- 



810 UVRE VII. — CHAPITRE U." 

leur ne contient pas de terme constant; on a donc 



F(z) = 



Am(z) _ AXz) 



[.w-.{ï-.)][(.(.)-.(f-)]"-"''"^'"' 



En faisant 2 = 0, on détermine la constante A'= afJt-tO* 0" obtient 
ainsi 

Considérons maintenant la fonction impaire 

qui admet les quatre zéros o, w, ±1 > dont les deux premiers sont 

ceux de X(jz), et les deux derniers ceux de v [z). La fonction paire 

qui admet les périodes o), w' et les deux infinis z -^±y^ -^ t\ est du 

second ordre par rapport à ces périodes; elle a un zéro double z = —• 

Elle est donc égale à une fraction rationnelle du premier degré en X' (2), 
et l'on a 

/ s^ A'X(2)V(2) 



d'où 



En prenant la dérivée et faisant 2 = o, on trouve 
d'où 

A'-- - 2X(/)v{/), 
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et par suite 

(i8) Mz-f-0-F(^-0 = -~ ;J/Ah.)X^' 

Des deux expressions précédentes, on déduit la formule 

(.9) fx(z+/)_ ______ 

On arrive, de la même manière, à la formule 

(20) v{3^-o- nA-^XM^ixMo 

Ce mode de démonstration des trois formules relatives à Taddilion 
est dû à M. Liouville. 



Addition des arguments dans les intégrales elliptiques 

de seconde espèce. 

324. Nous avons trouvé (n® 273) l'expression de l'intégrale de 
seconde espèce par la fonction d, savoir 

En remplaçant, dans cette formule, z successivement par jz ^ r et par 
z — ^ on a 

d'où l'on déduit 
Pour transformer cette expression, nous nous servirons de la re- 
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lation 

(aa) e{z ht)9{z-t)0'(o)=^--e'(t)e'{z)-e]{i)0]iz), 

qui est Tune de celles du n'' 309, et qu'il est facile de trouver direc- 
tement, en remarquant que la fonction 

A6Hz)-hBe](z) 

admet les deux périodes cù et tù\ et disposant des coefficients A et B 

de manière que le numérateur s'annule pour les valeurs z = — ± t 

qui annulent le dénominateur; il suffit pour cela que ces coefficients 
satisfassent à la relation AO^ {t) -h'B6^{t) = o; la fonction est alors 
une constante; on détermine ensuite le coefficient A de manière qu'elle 
se réduise à l'unité pour a = o, d'où AÔ^{o) = ô^{t) et, par suite, 
B6^o)z= -6Î(0. On a ainsi 



eHt)6*(z)^6Ut)e]{z) ^^ 

e(z-^ t)ô(z — t)e'{o) ' 



ce qui est la relation cherchée. 
De cette relation, on déduit 

en remplaçant dans l'équation (:2i), on a 

et, si l'on permute les lettres z et /, 

On en conclut 

(24) K{z + i)^K{z) +K{t) + M')MnMz + 1). 
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Quand le module k est réel, positif et plus petit que un, cette formule 
permet de calculer la valeur de la fonction Ç(z) pour une valeur ima- 
ginaire iv-hyi attribuée à z. 



Addition des arguments et des paramètres dans les intégrales 

de troisième espèce^ 

325. Addition des arguments. -- De la formule 

(a5) n(..a) = z-^-i^^ + -log^^-^-^. 

trouvée au n^ 275, on déduit 

(.6).n(z-f-/.a)-n(z,a)-n(/,a) = -log g;^_^;g^^_^^g^^^ -— ;. 

On peut transformer le second membre de plusieurs manières. Si, 
dans la deuxième équation de la troisième classe (n^ 304), on fait 
a? = j = o, il vient 

et, en remplaçant z par — z^ 
d'où 

e{a -hz)eib~hz) _ Q(a) B(b) Ojz) 0(fl -f- fc 4> z) 4- e[(a) g.(6) 0. (s) 0. (g 4> fr 4- z ) 
6{a'-z)e(b-^z)~ e(a) e(b) d(z) 0(a 4- 6 — z) — 6, (a) 0,(6) d,{z) e,(a -hb — z)' 

On en déduit 

e{a^z)9[b-\'Z)e[a-hb-'Z) _ i -h k'Ma)Mb)ï(z)'k{a -^ b -{- z) 
ê(tf— -8)0(6 — z)0(a4-6-hz)"" i — hn[a)l(b)'k{z)'k(a -h b - z) 

et, en remplaçant a, b, z par z^ ty a, 

0(z -+- a) 0(* -h fl) 0(2 -[-/ — «)_ iH-Ara(z)X(OX(a)X(z-f-/-i-ri) 



(^7) 



0(2 — a)0(/ — fl)0(zH-/H-£*; 1 — /r'X(2) X (/)!(«) 1(2 -+-/ — «) 

65 
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Oq a ainsi la formule trouvée par Legendre 

(.8) n(. -H /. a) - n(.. a) - mt, a) - - log r--AT>i;-X(,) Xl^^i^TT^)- 

326. L'équation (^3), dans laquelle on remplace jz et ^ successive- 
ment par z -h a, t ~h b^ et par z ^ a, t — b^ devient 

6'{z -^-a)0'{t-hb) ^ ' ^ ' 

e(z + t- a-bie(z-l-n-^b)ô^io) __ 

on en déduit, en divisant membre à membre, 

e{z-^t — a—b)6{z—t--a-^b)e'{z-^a)0'{t-hb) _ i — A -'V(g — fl)X'(/ — b) 
e{z-\-t-ha'^b)e{z—t'ha—b)e'(z — a)0'{t-'b) "" î — Â»X'(-3 -4- «jX»|r+- 6) 

et, en permutant les lettres a et &\ 

g(gH-/ — g— 6 ) (2— /-ha— fr )0 '(jgH- ft) 6 ^t-ha ) __ i ~ fr'X^(g — fe)V(/— g) 
(2 -h / -f- a 4- b)~ê[z-'t—a-i-b)~Ô'[z — b)ô'{t — a) ~" i — A'XM^ -^ 6) X' ('/ + «) ' 

En multipliant les deux dernières équations membre à membre, on a 

0»(z-^fl)0'(z4- b)e^t-ha )e ^t -{-b)0'{z-¥-t — a — b) 
Q^z — a) e'(z — 6) &*(/ — âyd'ÇT^b) 6'(2 -h / -h « -f- 6") 

^ ^^^ ' _ [i- A"X'(z-a)X»(f-/>) ] [i-A-^X»(z -ft)XM/- «|] ^ 

"~ [\ -- 'k''l^(z -^ a)l^{i -\- b)][\ ■- k'l'[z + b)V(t -{- a)\ 

Si l'on fait 6 = o, cette équation se simplifie et devient 

e» (^-ha) 0'(/H-tf)g'(g +/-~fl )_ [i--/i-'XH/)XM>g'-flg)][i — *-'X' (2 )X^(/~g)] ^ 
^ ^^ e\z—a)Q'{i—a)B^(z^t'^a) ~~ [i--k^l\t)l\z-\-a)\[i-'k'l'[z)l'[t-^a)\ 

On obtient ainsi Téquation 

/o X ^/ V «/ X «/- X I. [i~-/r'X»(nX'(2-a)l[i-A-'X»(a)X»(/-a)l 

327. Addition des paramIstres. — En eflTectuant la permutation du 
paramètre et de l'argument, d'après l'équation (27) du n®277, on a 

n (3, « -4- 6) - n (a -H 6, z)=zk^[{a -1- 6)Ç(z) - zÇ (a -1- b)\ 
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En remplaçant U{a-\-b, z) et Ç(a-4-6) par leurs valeurs tirées des 
équations (a6) et (24), on arriye à Téquation 

i n(z, a-hfc) — n{2, a) — n(2,6) 

(32) I /, •>/ x-v/i. -V / r> ï. Oiz-^ajeiz-^b'jeiz — a — b) 

qui» à l'aide des relations (27) ou (3o), se met sous les deux formes 

n{z, a -h 6) — n (z, a) — n (2, 6) 

(33) ^ V y ^ . V y 2 ^i— /,-»Xf;ajX(&;X(z;A(a-*-6— 2) 
-- y^ zA(«jA(^JA(a+^J+^log^j-jj:^^^^ 

328. Formules générales. — PropOsons-nous enfin de calculer la 
fonction n (z -i- /, a -f- 6). Si, dans Téquation (32), on remplace z par 
z-ht^ qu'on substitue ensuite à II (2 -{- /, a) et à n (z -i- /, b) leurs va- 
leurs tirées de l'équation (26), il vient 



(34) 



l n {z H- /, a -I- 6) - n (2, a) - n (z, 6) — n (^ a) — n (/, 6) 

::=—k'{z-ht)l{a)'k{b)l{a-^b) 

l, e(z'^a)e(Z'^b)0(t-\-a)e(t'hb)0(z-^t—a — b) 
[ "^2 ^^e{z-a^Q{z-b)0{t^ajO{i-'b)olzht-ha-hby 



et, en vertu de la relation (29), 

n (j5 -h ^ a -4- 6) — n (js, «) — n (z, 6) — n (/, a) — n (/, *) 

(35) / :--A-(z+0X(a)X(6<X(a-4-6) 

' > ^ , [i^kn^(z^à^:'k'{t-b)][i-/i''k'(z--b)lHt-a)'] 

^4^^[ï~A-'X'(2-h«)X^(/-|-6)][i-fr'X'(2 4-6jX'(/-+-«)]' 

A l'aide de cette formule, le calcul de la fonction n(z, a), quand on 
attribue a l'argument et au paramètre des valeurs imaginaires quel- 
conques, est ramené aux cas où ces deux quantités sont réelles, ou 
imaginaires et de la forme ai. 



65. 
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MULTIPLICATION DE l'aRGUMEITT. 



329. Nous avons vu (a** 75) que les quatre fonctions satisfont aux 
relations 

0(z ■+■ (ù) 6,(z -h (û) _ 6,{z ■+■ (ù) _ 6,{z -t- m) _ 
dizf "^ -6,(z) ~ -e,(z) ~ "XÛT" ~ '' 



(=*) —e{z) - -e,(z) - e,(z) - e,{z) "* 

.-. 9(g + nM') _ 9,[z + nta') _ 9,(z + n(û') _ 9,(z-hn(ù') __ -^'{.«m»'»-) 

^^' e,(z) e{z) 6,(z) ~ -e,(z) ~'' 

^'*' iO,(z) iÔ(z) ' e,{z) e,{z) 

^^ e,{z) ~ -ie(z) ~' e,{z) '~ i9,[z) ~ 

Nous nous servirons aussi, dans ce Chapitre, de quatre des relations 
du n** 309, savoir 

/ 9{z-\-a)9{z- a) 9' (o) ---^ 9' (a) 9' (a) - 9] (a) 9', (z), 

9,{z + a) 9> {z -a)9'{o)=-9] (a) 9' (z) -h 9' (a) 9] (z), 

<'^ \ e,{z + a) 9,{z - a] 9^ (p) .-^ 9\ià)9'{z}-9l{a)9',(z), 

' 9Jz 1 - a) 9, 'z - a) 9'(o) .-^ 9\ (a) 9' (z) - 9\ (a) 9] {z). 
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MidUpUcation par un nombre impair. 



(ù , ÛV 



330. La fonction ô, (nz) admet les zéros z = m - + m' ~j m et /w' 
étant des nombres entiers quelconques; elle satisfait aux relations 

6i {nz -h nw) = — ô, (nz), 
0,(/iz-i-i»ck)')=:— e - 01 (nz). 

La fonction 

forméo par le produit des n* fonctions oAz -\- p- -hy~)» que Ton ob- 
tient en donnant n valeurs entières consécutives à chacun des nombres 
p et qf admet les mêmes zéros et satisfait aux relations 

Si Ton attribue à chacun des nombres p Qiq les n valeurs consécutives 

n — ï n — I 

>•••} — I. o, I,..., > 

2 a 

les n' valeurs de la quantité p- -^ q— étant égales deux à deux et 

de signes contraires, leur somme est nulle» et la relation précédente 
se réduit k 

/.(z + a)') = -e - /(z). 



De cette maniëre, le rapport > r— ^^ admettant les deux périodes (ùy o)' 

et restant holomorphe pour toutes les valeurs de z, est une constante A, 
(n« 146), et l'on a 



ô, (nz) = A, JJ Ô, (z -f- /i~ -f- g ^ j 
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Nous mettrons a part le facteuirdf (s), qui correspond à/? = o, y~o; 
puis nous combinerons, avec la valeur p = o, les valeurs positives 

I» a, . . ., de Çt et avec les valeurs positives i, 2, . .., de p 

les 71 valeurs o, -l: i, -A-. 2, . . , zfc — ^-- de g; si Ton appelle a Tune 

quelconque des — ^^ valeurs de la quantité p~ -h g-- ainsi obtenues, 

les autres valeurs étant respectivement égales aux précédentes et de 
signes contraires, on aura 

e,[nz) = ne,[z) II-' ^Ij^ ^> 

En remplaçant le produit ô^ (z -i- a) Ô, (« — a) par la valeur donnée 
par la seconde des relations (7), il vient 

(8) 0. inz) 0"-^ (o) ^ n0. (z) JJ [^'(z) - |^- 9] (z)]. 



331. Les zéros de la fonction ô {nz) sont compris dans la for- 
mule ;3 = m - -h (sm'-i- 1) — > que l'on peut mettre sous la forme 



W / , \ (fi 

--h (27n'-|- 1) — 
n '2/1 

0)' Cl) » 0) 

— I- m - -h m, - 
entiers quelconques; ils sont les mêmes que ceux de la fonction 



z = — I- m - -h m'j — ) puisque 72 est impair, m et ?n\ étant des nombres 



formée par le produit des n^ fonctions ôlz -hp- 4-y —jj que l'on 

obtient en donnant à /? et à <)r les mêmes valeurs que précédemment; 
d'ailleurs ces deux fonctions satisfont aux relations 

0{nz -h noi)) __ f(z -h oi) _ 
0{nz) - '7^)~~'' 



d{nz -h ntù') _ f(z-h a^') _ -îj' («m* + »=»•) 
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elles sont donc dans un rapport constant» et Ton a 
En combinant les facteurs comme précédemment, il vient 
et, en yertu de la première des relations (7), 
On trouve, de la même manière, 

(,o) 9,(«z)s--{o) = e,(z} H [9' (2) - Ifl^ «>? {»)]' 

(.1) 0»(n^)9"'-'(o) = Ô.Wjl[^'W-§{5«î(^)]- 

332. Les formules précédentes, appliquées aux fonctions AI de 
M. Weierstrass, donnent 

Al (»z)= Alfa)JJ[AI'(z)-/f'^'(a)AI|(z)], 
AI,(nz) = n Al.W JI[a1' {z) - 5^ AIJ (z)], 
j Al,{»z)= A1,(z)JI[aP(z)- ^IaIîw]. 
Al.(nz) = Al,(z)JJ [aI'{z) - k' ^'^^^ Alj (z)j. 

Les seconds membres sont homogènes et du degré n' par rapport aux 
quatre fonctions Al (2). On en déduit 



('*) 
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et Ton a 

(l4) >(nz)r--r-^^, ^(;i3)=:il__., v(„2,:^__ 

Les lettres P désignent des polynômes entiers pairs en X(2), et du 
degré n* — r . 

Multiplication par un nombre pair. 
333. Considérons d'abord la fonction 0^{nz)^ dont les zéros 
z = (am -I- i) f- (a/n'-f-i) — sont les mêmes que ceux de la fonction 

où /? et ^ reçoivent n valeurs entières consécutives. Si Ton attribue à 
2/? -f- ï et k 2^4-1 les 71 valeurs impaires consécutives dii, ±3,..., 

d:(/i— i), les n* quantités (2/14-1) — 4- (2^4-1)-— étant égales deux 

2/1 2/1 

à deux et de signes contraires, leur somme est nulle, et l'on a 

ei{nz-hn(ù') __ fsjz-^ ^')__ -^'c>»««-Hn«-') 



e,(nz) ' f,(z) 



La fonction holomorphe 1-^^^ admettant les deux périodes eo, coS est 
une constante, et l'on a 

Si Ton combine avec les - valeurs positives de 2/> 4- i les 71 valeurs de 
2^ 4> I et si l'on désigne par a, l'une quelconque des — quantités 

(ap 4- 1) — - 4- (274-1) — ainsi obtenues, il vient 

^ ' ' 2/1 ^ -^ '2/1 

6,(nz) _ j-j- 6,(z + a,)e,(z — a,) 
Uo) ll~ 6] (a,) ' 
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et, en vertu de la seconde des relations (7), 

w 
334. Les zéros z .~ m — f- (2m'-\- 1)— de la fonction 0(nz) sont 
les mêmes que ceux de la fonction 

où n valeurs entières consécutives de Tune des lettres p et q corres- 
pondent à chacune des n valeurs entières consécutives de l'autre. Nous 
attribuerons à 2y-t-i les n valeurs impaires consécutives dLi, d=3,..., 
dt(/i — i), età/> d'abord lesn— 1 valeurs consécutives o, dzi, ±2,..., 

± (- -- 1 J5 puis la valeur- avec les valeurs positives de ^y -h i, et la 
valeur — - avec les valeurs négatives de ay -4- i; de cette manière, les 

71* valeurs de la quantité p--^ {^q -♦- ~" seront encore égales deux 
à deux et de signes contraires, et l'on aura 

Si Ton combine avec les valeurs p = o et /? = - les - valeurs positives 

de ay 4- 1, et avec les valeurs positives i, 2,..., i de/? les n va- 

leurs de 29 -h i, et si l'on désigne par a les — valeurs correspon- 
dantes de o~ -h [20 4- i) —, il vient 



B(nz) -rjOy[z -^ a)Qx[z — a) 
'ÛJo)' ~ 11 0]{a) ' 

et par suite 
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335. Les zéros de la fonction O2 (nz) sont les mêmes que ceux de la 
fonction 



où nous attribuons à 2/1 -h i les n valeurs consécutives dii, dt 3, . . . , 
(/i — i), et à q d'abord les n — i valeurs consécutives o, ±1, 

2,..., ±f- — ij» puis la valeur - avec les valeurs positives de 

2/? 4- 1 et la valeur — avec les valeurs négatives de 2p -h i; on a, 
comme précédemment^ 

Si Ton combine avec les valeurs £)r = o et <)r = - les - valeurs positives 

de 2/1 + I » et avec les valeurs positives 1,2,..., 1 de ^ les n valeurs 

de 2p-hïf et si Ton désigne par a^ les valeurs correspondantes de 
(20 -h i) h 7—5 il vient 

et par suite 

336. Considérons enfin la fonction Ot{nz) dont les zéros sont les 
mêmes que ceux de la fonction 



/(.)=-- n^.(.-H7>^ + g^) 



dans laquelle/» et q reçoivent les n^jcouples de valeurs entières corn* 
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pris dans le tableau suivant : 



523 



p - o. 



p o, 



q = 



q—o; p—-^q~o; p = o, q 



q = i 



n 

2 ^ 



n 



p = i 



n 



p-zhi, ±2,..., 



^f • • • 1 



P,ar^^» =^^»- •• 



^y • • • 






n 

2 



1 ; 



_a,.. . -("-•); 



2, . . . , 



n 

2 



M 






/î 

2' /' 



n 



-=-::' 7^ 



2 



2> • • • » 



-(•-) 



De cette manière, la somme des n^ valeurs de la quantité P:^ -^ q 
est nulle, et Ton a 



6> &> 



Ox(nz) — k,'Y\Ox iz-hp^ -^?— j 



ega 
des 



les quatre premières combinaisons donnent les quatre facteurs Q^ [z)^ 

5(2), 63(2). Les autres valeurs de la quantité p- -f- q— sont 

leux à deux et de signes contraires; en ne prenant que la moitié 
binaisons, savoir : 



n n 

p = o, -9 q—i, 2,..., -— i; 



n n 

q=zOy -1 p=^i, 2,..., ~ — "» 



2 



pr=I, 2,. 



n 



rr:-4-f -H 



J>, • • • 
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et désignant par a, les valeurs correspondantes de/) - -;- q--^ on aura 

e , ._nO,(a)OU)_O,(^O3(2)|-|0,(^-H_fl.)Mz_-a._) 
^ ;- û{o)Mo)0,(o) 11"" 0\(a,) 

et par suite 

(i8) 9.(na)9"'-'(o)0.(o)(3,(o) = nO(z)O.(z)9.(a)(?,(z)Jir(/'(z)-|^e|(z)l. 

337. Ces formules, appliquées aux fonctions Al, donnent 



/ 



Al(na) = Jl[Al'(^)-j^-Alî(^)] 



Al,(nz)= nAl(z) Al.(z) Al.(2) Al,(2) JJ rAl'(z) - ^^ Alî(z)l, 
Al,(n2) = J][[Al'(z)-~-jAlî(z)]. 

Les seconds membres sont homogènes et du degré n^ par rapport aux 
quatre fonctions k\{z). On en déduit* 

Al"'(z) -IIL X'ia)]-*^' 

•Al^)="^f^)'^(^)''(^)n['--XT(Ï.]]=^(')^^^^ 
^''"^ • Al,(nz)_-rjr V(z)l 



Al- 

Al,{n2) 
1 ÂF-("i/ 



=n[.-lë^]-.. 



et Ton a 

Les lettres P désignent des polynômes entiers pairs enX(js); le poly- 
nôme P, est du degré n^ — 4» les troie autres du degré n^. 



multipucahon de l'argument. sîs 



Méthode de calcul d'Abel. 

338. Les quatre polynômes P renferment des systèmes de constantes 
telles que X(a), dont nous ne connaissons pas la valeur; mais on peut 
obtenir ces polynômes par un calcul de proche en proche, imaginé par 
Abel. De la première des relations du n^ 310, et des quatrième, hui- 
tième et douzième relations du n^ 309 on déduit, en remplaçant x 
et a par nz, 

' k\x(iinz) = aA!,(ii2)AI{nj5) Ala(nz)Als(ni;), 
Al i^nz) = \V {nz) — k^k\\{nz)y 
^ ^ ^ kU(vLnz) = k\\(nz) — k'^k\\(nz), 

Al3(2/iz) ^ k\\{nz) 4- k'k"k\\(nz). 

Des première, quatrième, huitième et douzième relations du n^ 309, 
on déduit de même, en remplaçant a? et a par (n + i) 5 et nz^ 

' Al,[(2n-+-i)alAI,(z) = Alî[(/i4-i)2]AP(/i2)-Al'[(/n-i)z]Alî(nz), 
\ Al [(2n-hi)z] Al (z)^kV [(n-^i)z'\kV (nz)- A-'AIJ [(n'^i)z]k\\(nz), 
^^^^ 1 Al,[(2n + i)«]Al,(2) = AIÎ[(n-+-0«]Ai;(/iJ8)-/f'»Ai;[{n-f-i)z]Ai;(/iz}, 
[ Al,[(2/n-i)2] AI,(z)= Ai;[{n-hi)z]Ai; (i-s) + A'»/f'» Ai;[{n 4-0-5] Ai; (na). 

Faisons d'abord 7i= i, les équations (22) donnent les quatre fonc- 
tions Al(2jz); en les substituant dans les équations (23) et remarquant 
que les seconds membres sont divisibles respectivement par AI^(:z), 
AP(z), . . . , on obtient, pour les quatre fonctions Al (3:8), des expres- 
sions entières contenant en facteur la fonction Al {z) correspondante. 
En faisant /i = 2, on obtiendra ensuite k\{l\z) et Al(5z), et ainsi de 
suite. D'après ce mode de calcul, il est évident que les coefficients des 
polynômes, tels qu'ils se présentent, sont des fonctions entières de P, 
ayant elles-mêmes pour coefficients des nombres entiers. Si l'on rem- 
place k\\[z) par AP(z)~Alî(:s) et k\\{z) par kV{z) -- k^k\\[z), 
les coefficients conservent les mêmes propriétés. On pourrait aussi 
déduire de cette méthode de calcul les degrés des polynômes. 



526 UVRE VII. - CHAPITRE IH. 

Une fois qu'on a trouvé de cette façon les expressions homogfenes 
des quatre fonctions Al(nj8), en les divisant par A\'^\z)^ on en déduit 
celles des quatre polynômes P. Ces polynômes entiers P, ordonnés par 
rapport aux puissances de ^^{z)^ ont pour coefficients des fonctions 
entières de k^^ ayant elles-mêmes pour coefticients des nombres entiers. 
Si Ton remplace X^(z) par i — /ji*(«) et que Ton ordonne les poly- 
nômes P par rapport aux puissances de fx^(2)» les coefficients jouiront 

des mêmes propriétés; mais, si Ton remplace X*(z) par — -r~~ et 

que l'on ordonne les polynômes par rapport aux puissances de v^ (2), 
les coefficients cesseront d'être entiers en P; chacun d'eux sera égal 
à une fonction entière de k^ divisée par une puissance de k^^ au plus 
égale à l'exposant de v*(z). 
Voici quelques propriétés de ces polynômes; représentons-les par 

l V =1 AC") l""( z) = l B^"') a'"( z)==l Cl") v'^lz), 
\ V,=zlk['^)'k^{z) = lB\'"^ii'''{z) = lCrh^{z), 
^^^^ ^ V, = lA^r^l"'{z) = lB^;'')li^{z) = lC,^h'^{z), 

P3 = 2 \^r^ X»-(z ) = 1 6(3"») ix^{z)=:l C;o v>«( z ). 

Concevons que Ton remplace k par jetz par kz. D'après les relations 

du n^ 234, la fonction X(z) se change en AX(z), et les fonctions fx(jz) 
et V (2) se permutent. En vertu des relations (9) du n® 288, les expres- 
sions (i3) ou (20) des polynômes P au moyen des Al montrent que les 
polynômes P et P^ ne changent pas, tandis que les polynômes P2 et P, 
se permutent. D'après cela, les coefficients de ces polynômes doivent 
satisfaire aux relations 

AC'")(A-) = /r""A^'") Uy C(")(^) = B(«) (i), 
(.5) \A^^{k)^k-A^r'(^^. Cr^(fr)-BÎ«^(l), 

On en conclut que les coefficients A^"'^ AT\ A^^\ Af\ B^'"^ h^^\ Vf, 
B^^^ qui sont des polynômes entiers en k^, sont au plus du degré m par 
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rapport a ^\ Le coefficient A^'"^ est un polynôme réciproque en k; de 
même A^"'\ Le coefficient A^^^ se déduit de Af\ et, par conséquent, 
P3 de P». 

Méthode de calcul de Jacobi. 

339. La méthode d'Abel donne les polynômes P par un calcul de 
proche en proche. On obtient directement l'un quelconque d'entre eux 
à l'aide d'une équation aux dérivées partielles due à Jacobi. Nous avons 
vu (n^^ 290) que les quatre fonctions 

satisfont à la même équation aux dérivées partielles 

[16) h 2ff^z r h nkh'^ -r -f- A-'z'tt = 0, 

Da-' ^z Ik 

dans laquelle on suppose le multiplicateur g égal à l'unité. En rem- 
plaçant z par nzy on en conclut que les quatre fonctions 

U=:Al(nz), \},= s|kk\^(nz), U,rrz i/|^ Al,(ni), U3r=-4-Al,(nz) 

V « \Jk' 

satisfont à l'équation 

(27) ~-r -f- 2n»/f'z -r 1- in}kk'^ r-r -4- /ï*A*z'U=:o. 

^ " ÔZ* ^Z D/f 

Puisque 

'~J? ^ \fz'~) " u "dF' 

on peut mettre les deux équations sous la forme 

^ ^' Î2» \ Da / Da . Tik , 
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Considérons les quatre fonctions 

Y V - - tJ| y ^J Y ^a 

ÂK(2)' '~"AI-'(z)' '""AK(2)' '~AK(z)' 

que Ton obtient en divisant les quatre fonctions U par la même quan- 
tité Al"* (2). Si Ton remplace Tune quelconque des fonctions U par sa 
valeur Va"* dans l'équation (29), et si Ton tient compte de Téqua- 
tion (28), on a 

et en mettant à la place de ^"f" sa valeur — ^*X' (a) (n° 287), 

340. Posons maintenant a;= ~ = v'ÂX(z,A), et regardons V comme 
une fonction des deux variables indépendantes x et k; comme on a 

DV_DV^ ^ — ^^/^V ^^ 

Dz "" Dj; Dz ' Dz* "" Dot* \bz ) , ^x Dz* ' 



DV _ /m ^V ^5 
DÂ- """ \bk j'^ ^x ^k 



l'équation (3o) devient 

Les deux fonctions u et a, satisfaisant à l'équation (128), on en déduit, 
par soustraction, 



^^log^' /M.„.v. /M...,x, î^log^ Dlog^ 



^a /^logttA^ /DIogM\* ,, " . 7//, 



u 
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m 

OU 



et par suite 

Hz 



r-C-^-'-)5Î-**-'5Ï=«- 



Grâce k cette relation, le coefficient du second terme» dans l'équa- 
tion (Sfjy se simplifie, et l'équation devient 

En remplaçant ( r- j et y; par leurs valeurs 



5^ = *["(*"^i^)''"^H 



on arrive enfin a l'équation différentielle 

On la simplifie un peu en remplaçant la variable k par la nouvelle va- 
riable a = - f* 4- r)î l'équation devient 

(34) ( ,y 

-4- 4n«(i — a') c h ii*(n»— i)x»V=r o. 



Les quatre fonctions Y satisfont à cette même équation différentielle. 
341. Supposons qu'au lieu de la variable 07= ~ on prenne la va- 

67 
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riable y =::: — = i/p fjL(2, k), la transformation de l'équation (3o) 

s'opérera de la même manière: il suffit, dans les calculs» de rem- 
placer u^ par u^ et x par y; on arrivera donc à l'équation 

analogue à l'équation (Sa). Mais on a (n^ 159) 



i?=-**'(4p^''+'^")' 






et l'équation (35) devient 

+ an'Âr' ^ + «'(n'- i) (^^ -/>j V=o. 

On peut encore effectuer la même transformation en se servant de la 
variable t — ~ — -=v(j8, k); on obtient l'équation 

que l'on déduit de l'équation (82) en remplaçant x par ^ Gomme on a 

— =(2 — A-')^— 2/f'/% 

l'équation devient 
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342. Voici comment on peut» à l'aide de ces équations différen- 
tielles, calculer les polynômes P. Nous avons substitué aux variables >, 
/x» V les nouvelles variables 



(39) a:=s/TcMz)=^^^, y~. 



/fr , , e,(z) I , \ OAz) 



et nous avons considéré les quatre fonctions 



(40) 



' " e-'(z) ' '~ 6"{s) ' 

Y _ e,(«z)9"-(o) _ e,{az)6"-'(o) 

'~ 6"'{z) ' ' e«'(z) 



Si, pour les quatre polynômes P, on pose 

(4.) •-■ - • "- ^' 



A'*) — k'^ai'^K B(*) — [pV ft^-), G") - ^i- c(->, 



les formules (24) deviennent 



(4^) 



i 



p— 2aC'")a:"'' - 









et les coefficients a^'^^ satisfont aux relations 

(43) a(-)(/r)-^a(-)(i), «^rMA')==ar^ (^)^ a'r)(/r).- a^-) (i^. 

Les coefficients A^'"' et A^^^ étant des polynômes entiers et réciproques 
en k du degré am au plus, les nouveaux coefScients a^*"^ et a^f ^ sont 
des polynômes entiers en a et du degré m au plus. 

D*aprës les premières des équations (i3) et {10), le polynôme P est, 
dans tous les cas, égal k la fonction Y; c'est un polynôme entier pair 
en a;, du degré n^ — i ou n*; on le calculera à l'aide de l'équation aux 
dérivées partielles (34)* Si, dans cette équation, on remplace Y par sa 
valeur 2a^'"^ a;*'", et que l'on égale à zéro l'ensemble des termes du degré 

67. 
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2meïkXf on obtient une relation linéaire 



(44) 



( (2m ■+- i)(2m -f- 2)/i("+') -f ^m{n^ — 2m)aa^* 



-f- 4n'(i — «•) 






-4 {/i'— 2m -f- i)(n'— am H- 2)a(*-'^=i:- o 



entre trois coefficients consécutifs. Le premier coefficient a^^^ est égal 
à I ; en faisant m = o, on trouve a^*^ = o; en faisant m = 1 , on trouve 



_ »'(«'— 



a^»^ = ^ 



3.4 



puis a 



(,j _ 2n^(w»— t)(n«-~4 )g 
~" 3.5.6 



9 et ainsi de suite. 



343. Nous allons maintenant distinguer deux cas, suivant que n 
est impair ou pair. Lorsque n est impair, diaprés les équations (i3), 
on a 



(45) 



v-zP, v.r^^p., y.rr-rK V3-=/P,. 



Il est évident que les quantités P, qui sont des polynômes entiers 
enX*(z), sont des fonctions de z doublement périodiques, aux pé- 
riodes (ù f (ù\ et de Tordre n- — i ; elles sont représentées par les 
formules 



(46) 






que l*on déduit des formules (4o), et elles satisfont aux relations 



PU-+- 






P.(^) 



« —I 



(47) 



{-I)^P.(2) 

w -4- « 



f.(») 



^' 



( 



PU H- 



-)_'•{'* 



.■) 



p.(«) 



n — î 



I 



(-1) •"?,(«) 
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Mais, quand on remplace z par z + -? /se change en -*, quand on 

remplace z par z h — 9 j? se change en—; enfin^ quand on remplace z 

par z -f- " "^ ^\ j^ se change en — • Il en résulte que, si Ton regarde 

les polynômes P comme des fonctions de l'une des variables x^y, z, on 
aura les relations 



(48) P.(:r) = (~.) ''x"*-p(^), p,(-^)^-^-.p^_i^, P,(/) = /— .p^l). 

Ainsi, une fois qu'on a calculé le polynôme P, ordonné par rapport aux 
puissances de x, on en déduit immédiatement le polynôme P| ordonné 
aussi par rapport ^ a:; le coefficient du terme en x^ dans P étant nul, 
celui du terme en af*^^ dans P| est aussi nul. Si maintenant on ordonne 
le polynôme P par rapport à 7 ou à /, après avoir remplacé x^ par sa 

valeur k — ky^ ou — jt — » on obtient P^ {y) et P» (/). 
On a aussi les relations 



(49) P.W=^"-^p.(^)»p.(r)=(-o ' r'-*P«(y)'^{0=(-i) ' '••"•P'(7)- 

La première donne P)(a7), quand on connaît V^{x)\ on en déduit 
a^jj~>=aj " s et, en vertu de la troisième des relations '(43), 

JS^"^){k) = <^(j)^ Jt^'"^\k) = dz^Uy, les coefficients nu- 

mériques des termes également éloignés des extrêmes dans les poly- 
nômes P2(^) ou Ps(^) sont donc égaux entre eux. Il suffirait, d'après 
cela, pour avoir les quatre polynômes, de calculer directement la moitié 
des coefficients de l'un des polynômes P2(^) ou ^^{x), à Taide de 
l'équation (34). 

On connaît les premiers coefficients a; les premières des relations (48) 
et (49) donnent les derniers. Quand, dans l'un des polynômes P(^)f 

on remplace x^ par k — kfy^ ou par — r: — > le coefficient de la plus 

haute puissance de ^ ou de / est égal au coefficient de la plus haute 



S3i 
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»•— f 



n' -T 



puissance de x multiplié par k ' ou par ( y j . Connaissant de la 

sorte les derniers coefficients b et c, les deuxièmes et troisièmes des re- 
lations (48) et (49) donnent les premiers. On a ainsi 



I fl'*» 






(-1) ^ n (~i) 



*«•' 



ft',*» 



*'.•* 



^u, 



n — I 



/1--1 



C5o) 



(_,) . (-1) ' n 

éC-V^) 6("-.^) .(=^) *(-?^) 



n—i 



/1--1 



(-1) ' n (-1) " 



6^ ' ^^b] 

I 






AO 



>(0) 



''» 



c\" 



(-') 



« — i 

i 



n — I 



(-1) • n 



f-^) _Jf^)_^^ 



X=^^) 



n«— T 



n — I 



« — I 



(-1) ' n (-1) ' 



(ï) ■ ■ 



,m 



«— T 



( — I ) ' /I, servira de 



La connaissance du dernier coefficient, a 
vérification dans lé calcul de P. 
En appliquant cette méthode au cas simple oh n = ^, on trouve 






=.^(.-6.-.4^i^^-3.) 



P, = 3 - 8«a?' -I- 6** — X*, 



V,---k 



'• f - 3 + 4 - crr-r' ^ 6/< H- :r 



' ~ k' \ 



3-f 4 



2-/f 



•)='-!*' 



-f 6^-- 4Ar^«-i-a?% 



fa__6/<-}- /M - I — 4*^^'+^^*^ Z** ^-^*' 
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En rappliquant au cas où n -~- 5, on trouve 

Pi^i— 5o:f*+28o«^«— 5(25-l-i28a»)x»-^32(23a-hi6a»)j?'"~2o{i5 l 48a»)x" 
-h^aoax**— ioSj:"'— i6oaj;'*-h (62-1- 64a*)^" — 4o«^"+ 5jf'*, 

P,— 5 — 4o«^'^- (62-h64a')jr^— iSoaa:'^ - io5A'-H72oa:F'"'— 2o(i5-+-48a^) «*' 
-+- 3a(23(x 4- i6a« );c'* - 5(25 -f- 128a*) j;'«-f- 28oaa-"' — 5ox'" -h;c»«. 

344. Considérons maintenant le cas où n est pair; on a, d'après les 
équations (20), 

Les quantités P sont encore des fonctions de z doublement périodiques 
aux périodes co, a>'; elles sont représentées par les formules 

et satisfont aux relations 



!'('-") '•(-;) f-f-'î) '■(-^■) 



I 



(53) 



P(z) ~ 2 . P,(z) " . - ^ l" 

(-i)>P,(8) -(-i)*/«P.(a) 

P(..^) P.(..^A P.(,-.ï) P,(..ï) _ 



f 



- "^ P,(Z) Psf^) ^ ^ 

1 2 î„' — P,{») r'P.(ï) " r'" 

l (-i)'P(^). (-i)'P.(a) "^ 

Od en déduit le3 relations 

i P(x)^(-irX«'p(M. P.(^)--r-(-l)''X--'P,(M, 

(54) ! , . ^"^^ , ^ ^"^^ 

I P,(a:)^x"'P.m, P,(x)^x"'PjM, 
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et d'autres de même forme par rapport aux variables y et t. D'après 
cela, dans chacun des polynômes, les coefficients des termes également 
distants des extrêmes sont égaux, ou égaux et de signes contraires. On 
connaît les premiers coefficients a^*^ = i, d^^ = n, a^,^^ =i, a^3^^ = i, et 
par suite les derniers. On calculera le polynôme P, comme précédem- 
ment, à Taide de la relation (44)t et il suffira de trouver la première 
moitié des coefficients. 
En faisant le calcul pour /i = 6, on trouve 

P=:(i — ar*«)- io5^'(i— X") -|-896«ar«(i — :c«) — 12(37 -f 288a')A«(i — a;»*) 
-4- i536(3«-f- 4«»)x»*(i— ^'•) 4- 4(621 -h336oa'+ 1024a*) x"(i — x") 
-f-384(33a+ 32a»)j;'*(i--x»)-+-i26(i5-f- i28a»)ar'*{i — a;*). 

Équations différentielles d'AbeL 

345. Nous avons représenté par x la fonction y/i'k{z). Si nous repré- 
sentons de même parX la fonction >Jk'k{nz), ces deux quantités vérifient 
l'équation 

(55) i^Jcdz ^ —~ J]^ ^ ^^^^JfL^^y 

n Y ï — 2aX' -f- X^ y ' "~ ^ocx^ h- or* 

OÙ a désigne la constante - (^ + r) ' D'après ce que nous avons dit, 

y 

X est une fonction -^ de x, rationnelle si n est impair, égale au produit 

d'une fraction rationnelle par le radical V^i — 2ax* -»- a?^ si n est pair. 
Cette fonction transforme donc la première expression différentielle 
en une autre de la même forme. 
Cette équation peut s'écrire 

(i-^^ax'-^x*) (^y=»»(i-2«X'-+-X*), 
OU 

(56) (1 -.«:r«4-x0(î^) -/^>(x^4-5^,-2«). 

On en déduit, en différentiant, 



( 



,, rfMogX , .^rflogX /-,, i\ 
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et, en remplaçant X par sa valeur^'» 



(. -.«x'-|.x>)[vg-(gy]-.(«.-x.)vg4-n'V ^ 

Lorsque /i est impair, Y et Y, sont des polynômes entiers en x^ le 
premier pair et du degré n^ -- i^ le second impair et du degré n^. Les 
numérateurs des deux fractions précédentes sont donc des polynômes 
entiers pairs, le premier du degré an*, le second du degré an* -+- 3; 
les dénominateurs Y* et YJ étant premiers entre eux, il en résulte que 
chacun des numérateurs est divisible par le dénominateur correspon- 
dant, et que le quotient est un polynôme pair du second degré, tel que 
Gx^ + G'. La première fraction se réduisant à 2a^*) et, par conséquent, 
à zéro pour x -= o, la constante G' est nulle. Le terme de Y« du degré 

le plus élevé est (—1) * a?"'; le terme le plus élevé dans le second 
numérateur est /i^a?*"'"*"*; en le divisant par le terme le plus élevé a?*"' 
du second dénominateur, on obtient la constante G = n*. On conclut 
de la que les deux polynômes Y et Y« vérifient les deux équations dif- 
férentielles simultanées 

(.-.«x.^.')[v.||i-(^)]-.(«x-.»)V.^4-«'(V.-x.Vî)=o. 

Ce sont les intégrales de ces deux équations différentielles, auxquelles 

on joint les conditions initiales Y= i, Y, ™ o, — — o, -^ -=r n 

pour X = o. 

Lorsque n est pair, le numérateur Y| est de la forme v^ \Ji — 2 aa;* -ho?*, 
v^ étant un polynôme entier impair du degré n^ — 3. Le premier numé- 
rateur est un polynôme entier pair du degré an* + 2. On reconnaît 
aisément que le second numérateur est aussi un polynôme entier pair 
du degré 2/1*. On en conclut, comme précédemment, que les deux 

fractions sont égales à un même quotient entier Gx- + G'. En faisant 

68 
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x = o dans la première fraction, on trouve G' r= o; en divisant les 
termes les plus élevés du numérateur et du dénominateur de cette même 
fraction, on trouve G = n^. Ainsi les deux fonctions V et V, vérifient 
encore les deux équations diiTérenlielles (58). 

Les équations (58) peuvent être mises sous la forme 

D,[A(a:)DJog^] -f n'(X' - x') -.-. o, 
(59) 



D,[A(x)D,logÇ] -f n'(^^ ~ x'\ -^ o, 



en représentant par Ç soit la fonction Y, soit la fonction V,, et dési- 
gnant par à{x) le radical yfi — 2ax^ -h x* . Si, entre l'équation (56) 
et Tune ou l'autre des équations (Sg), on éliminait X, il est clair qu'on 
arriverait à une même équation différentielle du troisième ordre par 
rapport à la fonction ^ de la variable x. Cette équation admet les solu- 
tions particulières ? = V, Ç ~ V|. Pour obtenir l'intégrale générale, il 
suffit évidemment de considérer l'intégrale générale de l'équation (55) 
et de la substituer dans l'une des équations {5g); la valeur deÇ sera 
donnée ensuite par deux quadratures. L'équation (55) admet pour in- 
tégrale générale 

/3 étant une constante arbitraire, ou, en posant h - \/iéX(|3) et rempla- 
çant >Jk'k{nz) par sa valeur- ' en fonction de o?, 



,^ , V VV.A(A)+-Av/V^~2aV»V;4-V} 
(6o) Xr: -vVZTÂTv; 

De la première des équations (Sg) on déduit ensuite 

(6i) log^ = ^J^^Jn^^x^ - a:^]dx. 

Multiplication de l'argument dans les intégrales de seconde espèce. 

346. La formule (i3) du n^ 273, dans laquelle on remplace z par /12, 
devient 

Ç{nz):.l[nz^;g)-iD..og9(«z)]. 
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De la première des formules (4o) du n"^ 342, on déduit 

T)s\og9{nz)=:n^D»loge{z) H-D,logV; 

on en conclut 

(62) Ç('^^)--'*Ç('8)- ^,I>.logVr:^'nÇ(z)--^^^^DJogV. 

Multiplication de l'argument et du paramètre dans les intégrales 

de troisième espèce. 

347. La formule (22) du n^ 275, dans laquelle on remplace z et a 
par nz et na^ devient 

„, , e'{na) i , e\n{z — a)] 

n {nz, na) - -- nz -^ — / -\- - log v -y—- . — ^ ' * 
' (i(na) 7. ^ d\n[z -\' a)\ 

On en déduit 

Jï{nz,na) — n^\i.{z,a)::^z\n~^ '^ û?- v "^ - '<^6 "kîT \ 

' L ^K^o,) ^(«)J 2 ° ^"(z — a) 

i . ^n{z -}" aS\ 

Si Ton pose 07, ==\/AX(js — a), a?;, -- v'AX(5 + a), £ = VÂX(a), on 
a, en vertu de la première des formules (4o) du n^ 342, 

on ea coDcIut la formule 

(63) n(na,no)^.-n'n(z,a) -f-av/^A(£)D.logV(£)H- i log —-)• 

2 V ( ^j ) 



(!^. 
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CHAPITRE IV. 



DIVISION D£ l'une DES PERIODES, 



Division de la première période par un nombre impair. 

348. La fonction of^,-: w'|> que nous désignerons plus simple- 
ment par 6 izy -j j admet les zéros z = m- 4 (2/?i'-i- i)^ j elle satis- 
fait aux relations 

La fonction 

/(2) = n®r "^/'ï' «*"')' 

formée par le produit des n fonctions 6(2-h/?->w, w'U que l'on ob- 
tient en attribuant à p les /i valeurs entières consécutives ~ 



n — I 
> • • • > 



— i , o, + I , . . . , ? admet les mêmes zéros et satisfait aux mêmes 

2 

relations; car, lorsqu'on remplace z par jz h- -\ chaque facteur devient 

égal au suivant, et le dernier au premier. Les deux fonctions Q{z^-\ 
et/(2) sont donc dans un rapport constant. Si dans cette relation on 
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remplace z par l'une des quantités an — > an — » z 
obtient les quatre formules 



<a + w' 



541 



on 



(0 






la lettre Â désignant une constante. 

En mettant à part le facteur qui correspond à /? = o, et en groupant 
deux à deux ceux qui correspondent à des valeurs de p égales et de 
signes contraires, on en déduit {a" 329) 



6 



) 



(2) 



9.(z/^)fl',(o)0-:'(o) 

e.(«,^)e,(o)o— (o) 



e. 



{'■^) 



ô. f*,^') 63(0)0"- (o; 



e. 



{<) 




Ô'(«)- 



9? 



ô' 



6' 



(z)- 



0] 



61 



(z)- 



S] 



61 



6,{') TT I 6'{z)- 



^'6]{z) 






9f(«) 









^) 



349. Nous avons appelé ^ et A le multiplicateur et le module relatifs 
aux périodes o, tô'; nous appellerons de même gi et £« le multiplica- 
teur et le module relatifs aux périodes -9 (à\ Les formules précédentes 
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peuvent être mises sous la forme 



(3) 



e 



(..ï)«-(o) 



p = 



It- t 



= U [-A'X'(/,^)x.(z)]^«r, 



9-(z)9,(o, ^j 









=. v(z) 







X'(2) \=^V{Z)%, 



les lettres $ désignant des polynômes entiers pairs en X(z), du degré 
n— t. En divisant membre à membre les trois dernières formules par 
la première, on en déduit 



(4) X(^Z.-,a.j=:^-— , ^^^.-.,«j=._-, V^Z.-,0,'j.: 



vW^ 

tf 



En faisant z = o dans les équations (i), on trouve les valeurs des 

trois constantes V^i • V^'t > g\ t telles qu'elles sont définies par les for- 
mules (17) du n» 76 et (24) du n° 159, 



5) 






n I 



-K^O 






> — 

8 
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Des formules (i) on déduit aussi 



n— f 
P- : - 



('■l)=<-'"-V? n ^['-pt) 



P - - - 



n — I 



c^) '■('-:)=\/F^n -(-'!) 



n — I 



n — 1 

P- -:- 



{<hvf-n'hpî) 



n- T 



Les symboles \/k et s/Â' désignent des quantités bien déterminées; 
afin de simplifier les notations» nous avons jusqu'à p/ésent représenté 

le quotient ou le produit de ces deux quantités par i/j- ou ^kk'; de 

même» dans les formules précédentes» les expressions yjl^^ y/k*", et par 

exemple y ^, désignent les quantités (V*)", (V*^)", ^~,|^-^ ' 

Division de la seconde période par un nombre impair. 

350. La division de la seconde période s'opère de la même manière. 
' La fonction Q iz^ o» ^ b ou plus simplement (z» ^ j» admet les zéros 

5 ^ mw H- i^m' 4- i) — et satisfait aux relations 
La fonction 
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formée par le produit des n fonctions B iz -\- p^-y que l'on obtient en 

donnant à p les n valeurs entières consécutives > «î — i, o, 

-4-1 -^> admet les mêmes zéros et satisfait aux mêmes rela- 



.f 



tiens; car, lorsqu'on remplace z par z + ^9 chaque facteur devient 
égal au suivant» et le dernier devient égal au premier multiplié par 
— e"~^v*"^^). Les deux fonctions 6 (z, — )î/(2) sont donc dans un 
rapport constant. En remplaçant dans celte relation z par l'une des 
quantités ^ 4- -1 z -h ~> 5 -*- — » on obtient les quatre formules 

»('.ï)"*'n»('-'-''ï)' 

analogues aux formules (1). On en déduit de la même manière 



e 




(8) 



"■(-t) " L ''1""») 



\ 






] 
] 
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351 . Nous appellerons g2 et ita le multiplicateur et le module relatifs 

û)' 

aux périodes «, — • Des formules précédentes on déduit 



9(,,^)e-(.) '=- 



-l^=n[..-*.x.(,»^)x.w] = r. 



n -I 



(9) 













les lettres t désignant encore des polynômes entiers pairs en X{z) du 
degré n — i , et l'on a 



(.0) x^..«,-j=|-LiH, /.^.,«,-)=fii^, v^z,«,~j 



En faisant 2 == o dans les équations (7), on trouve, commis précé- 
demment, 

^•^^ n / J\ ' v'A'.=\/^ n 






69 
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Des formules (7) on déduit aussi 






>("Ï)=\/e n ^h"") 



n- -t 
P= ::- 



_n--i 



<"• 4ï)=v^F$. n 4-'"») 



— ^ " ' 



n— I 



('•ï)=v/^; n.('-.^) 



_ » - I 



352. Remarque. -- Les relations établies au n° 348 montrent que les 
fonctions 0(z,-9 cù'\ sont égales à des polynômes entiers et homogènes, 
du degré n, par rapport aux fonctions 6{Zf co, ci>'). Les relations du n®350, 
dans lesquelles on remplace &> par -j montrent que les fonctions 

6lz,~9^\ sont égales k des polynômes entiers ethomogënes» du degré n, 

par rapport aux fonctions 6 Iz, -9 oaM *, en mettant k la place de ces der- 
nières leurs valeurs, nous obtiendrons les expressions des fonctions 
Olz^ -t — I par des polynômes entiers, du degré n^, par rapport aux 
fonctions 6{Zf o), u'). Les fonctions 0{z^ a>, co') étant homogènes par 
rapport aux trois lettres a, «, w' (n®73), les fonctions 0(j5, -> — j 

sont les mêmes que 6{nz^ oa, a>'); nous arriverons ainsi, par deux 
opérations successives, aux polynômes que nous avons obtenus direc- 
tement dans le Chapitre précédent (n^' 330 et 331 )• 

Le même mode de trani^formation s'applique aux fonctions ellip- 
tiques. Concevons que Ton divise par n, d'abord la première période, 
puis la seconde; après la seconde opération, on retrouve évidemment 
le module primitif £ et le multiplicateur ng. Les formules (10) et (11), 
dans lesquelles on remplace g et k par gt et ^4, et gi par ng^ donnent 
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les expressions de l(z, -, ^ h |x(z, -> — |» v Iz, -? — j par des frac- 
tions rationnelles en Xfz, -» w'U jifjs, -» «M? vf-s, -> «']» du 

degré n; mais les formules (3) et (4) donnent les expressions de ces 
dernières fonctions par des fractions rationnelles en X(jz, co» o)')» 
li{z^ (Ù9 (ù'), y (2, &), V); en substituant ces valeurs dans les formules 
précédentes, on obtiendra les expressions des fonctions ^{nz)^ ii{nz), 
v{nz) par des fractions rationnelles en X(2}, fi(2), v(z), du degré n'. 

En effectuant la même opération avec les formules (6) et (la), on 
trouve 



I ¥ Jf> 



n—x n— I 



l(„z)z^ (-,)"''/.' JJ JJ x^j+p^-f-g^) 



»--i I? — I 

n~i n— I 



(.3) \M{«:=)- (^-) ' n n '*(*-^''^+?ï)» 



FF — t » — l 

B — 1 n — X 






w— 1 • n ~x 
9= T-P- 7 



i4a/A^ méthode. 

353. Au lieu d'exprimer les nouvelles fonctions elliptiques par des 
produits» on peut les exprimer par des sommes. Les fonctions 

admettant les périodes (v>» tù\ la somme des résidus de chacune d'elles 
dans un parallélogramme (w, g)') est nulle. Considérons le parallélo- 
gramme qui a pour sommets les points ih -, ±: - 4- «', et supposons 

le point t situé à Tintérieur. Les infinis des fonctions dans ce pa- 

69. 
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rallélogramme sont z^r/ et z-izl- p-^ p variant de — 

En rennpiaçant à la fin / par z, on obtient les équations 



71 — I 



a 



{-.)= 



p= 



n — I 



â 1 '-"K"^'"») 



/» = 



/» = 



n — I 



n — I 



(•4) 



("9 =.4 1 i-M'-'t) 



n— I 






('•^)= J S "H''^) 



r=- 



« — I 



Si Ton met k part le ternie qui correspond k p = o et si Ton groupe 
les autres termes deux à deux k l'aide des formules (3) du n®319, il 
vient 



p= 



«— I 



«)-^M:-'l 



(-' 






I-/f 






(i5) 






(-3= I"" 



l 






354. Les fonctions 



K*'r)K'~'"*"^)' '*(^'j)K'~'"^ï)' "("•«)"('"""'?) 

admettant de même les périodes &>» (ô\ la somme des résidus de chacune 
d'elles dans un parallélogramme (eo, o') est nulle. Nous prendrons les 
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mêmes parallélogrammes que précédemment et nous supposerons le 
point / a l'intérieur. Les infinis des fonctions dans le parallélogramme 

sont z = t ei z = p — 9 p variant de a • On trouve 

ainsi 

n — I 
n — t 

n— r 

?=--- 

/» — I 

;»= — T- 
^ "^ ^' L ,é. .-/•X'(/,-^)X'(z) 

Nous ferons remarquer que les formules (i4) et (i6) sont des consé- 
quences des formules (4) et (lo). Considérons, par exemple, la pre- 
mière des équations (4); si Ton y regarde \\z^^< un comme une 

quantité donnée et \{z) comme l'inconnue, l'équation est du degré n 
par rapport \ cette inconnue; le premier membre ne changeant pas 

quand on y remplace z par z ^ > on en conclut que les n quantités 
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représentées par la formule 'klz-hp — u dans laquelle /? reçoit n va- 
leurs entières consécutives, sont les n racines de Téquation; la somme 
des racines étant égale à ^—^Xlz, -» w'U on a 



n— I n — I 



n — I n —I 

355. La combinaison des formules (i4) et (i6) donne l'expression 
des fonctions X{nz)^ |x(hz), v{nz) par des sommes. On a» en effet» 
d'après la première des formules (17), 









n- -t 
9= -T- 



et, en remplaçant liz-h q — j -? w'j par sa valeur donnée par la pre- 
mière des formules (i4)» 



n — 1 « — I 

^ "~" ' a '^~" a 



(.9) *(»^)=i 2; S (-«J'^(^+/'ï + ?ï) 



On a de même 



_ "—' _ *'~' 



:; : ' a ' a 

(.0) ^(„z)=tl^ ^ J (_,).^v(-+/'^'4-,^) 



n- 




n — t 
P= a 


(-1)' 


s 


2 




n — I 


P= a 


ft— 


n- I 




(-0 " 


« — I 
-7= , 


1 

II — I 



(^.) ,(;,^,=^JZjll ^ ^ ^^,^y(^,^.p'^^q'l^ 



On obtient directement ces dernières équations en appliquant la 
méthode aux trois fonctions 

qui admettent les deux périodes o.g)'. Les infinis contenus dans le parai- 
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lélogramme considéré précédemment sont z = / et z ~ p q — y 

petq variant de — ^^-^ à ^-^ • Si Ton met k part le facteur qui 

correspond h p = o, q = o et si Ton groupe ensuite les termes deux à 
deux, on en déduit 

1 n— \ 



« - 1 



'""'-H^'<')[-S.-'^^=^iS^] 



la lettre a désignant les valeurs de la quantité/?- -h q~-'> que Ton 

obtient quand on combine avec p == o les valeurs positives 1,2,..., 

n— X ^ 

de q^ et avec les valeurs positives 1,2,..., — de p les n valeurs o, 

±: I, =L 2, . « . , ih -~^^ de y (n^ 330). D*aprës la remarque du numéro 
précédent, elles sont aussi des conséquences des formules (i 4) du n® 332. 

Division de la première période par un nombre pair, 
356. Le raisonnement du n^ 348 conduit aux formules • 

(»3) < / N r ■^ 



<-^^)-^n4-(^/'-«)|^] 



>• • î 



dans lesquelles/? reçoit les n valeurs entières consécutives — ( - - 1 j 
— I , o, I ,.. . . , I j -i on les déduit de *la première en ajoutant à z 
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0) 0) (A ta (ù ùi' 



l'une des quantités ^,îï--i:i,™_Jl + 

* 22 7./12 2/t 2 



En groupant deux à deux 
les facteurs» excepté ceux qui» dans les deux premières» correspondent 
k p = o età/? = ->on obtient les formules 






d 



("■ ï) 



9.(^,^)ô',(o)e.(o)0«-'(o) ''=■- 

^ ^ — =e,(z)o,{z) 



(^4) 



e. 



( '-|)»-M 

1 H»-:) 




■in) 



6 

e 






...- ^... 



e 



n 



n «M^) 



6 



p= 



n 



6 



e 



= n M'(') 



9 






h -Or»] 



que l'on peut mettre sous la forme 



6 



p=~-' 



e«( 



6 






(a5) 



.(z.j)ô-(o) , 



;*-; 



n 



TT r ^'(«> 1 » 



S 



^ "^, >r = n '-*'-4 ^>'(a) =«.. 



e«(i)e 



•(«•D 



p=i 



••[<"-- '1^1 
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les lettres 9, ^^ ^2» ^t désignant des polynômes entiers pairs en X (2), 
les deux premiers du degré n — 2» les deux derniers du degré n. On 
a ainsi 



357. Remarquons que les quantités /i -et y- — P) " ^^ - ""/'^ 

prenant les mêmes valeurs, quand p varie de i à i, on a, en vertu 

des relations (19) du n** 77, 

p=-— I p--—t p-1 — i I w\ 



n n n / r »\ 

'n-(^"»)='n'(-:-'>-:)=*'-"''n T^v 



ces trois relations se réduisent à deux 



_ n _ /i _ _ « 

p=i p=i p=i 



&> . r , \ 1 W &) / \ W 



Les quantités ( 3/? — 1) — et [n — (2/? - i)] — ou (2/?— i) — 

prenant aussi les mêmes valeurs quand p varie de i à -> on trouve de 
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même 






n n 



En faisant ^ = o dans les équations (^3), on obtient ensuite le 
multiplicateur'^! et le module k^ des nouvelles fonctions elliptiques 



A 



ri ''i'-^ 



n 



g p-. 



\ 



ri^'N-')^] 



p~x 



Division de la seconde période par un nombre pair. 
358. On obtient de la même manière les formules 

dans lesquelles p reçoit les n valeurs consécutives — (- — iV ••> 
— I, o, I,..., -^ on les déduit de la première en ajoutant à 2 Tune des 
quantités-) — -h — » îi 4- — + -. Par le groupement des facteurs, 

^ Qta 2/12 2/12 ©r 
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elles se mettent sous la forme 



sss 



(31) { 



e.(z,-)ff,{o]6-'-'(o) P=7'[ 6" 

-\—lL—- r^ 0{Z)9,{Z) 



\ eJz,-)6,{o)$,(o)6'-'{o) "'- 



e, 



(«■ i) 




Kl 

«■1») -r~Â«'M) h 



S 



An) 



'! [f i) 



e 



■Vi) 



e 






ou 






(Z) :-: y?', 



(3>) ( 



e-(z)ô'.(o,|') 




>»r2) 



K'ï). 



-^M^K.. 



j? 



= li{z)v{z) 



'n[~'M'i 



=. ij.(z)v[zn^„ 



e 



et l'on a 
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On trouve, comme dans le numéro précédent^ 



/ A'=r-» 



n4"ï)= 



C-i) 



n 



p=zi 



n 



m 



'^ a 



n K'ï) =-•'■-' n>K> H') 



(34) 



p — i 



rr . I 



■- -* ir* 



p—i 



n 

p=-. 



{•zj )' 

I 



n 



et, en faisant z = o dans les équations (3o), 



n 



''^â 



jj,,[(,^_,)^] 



(35) V*', = /r'^ XI 



=-'N-')f:] 



g' 



n 



n '•(''^) 



p = i 



359. Remarque. ~ La première des équations (î^6), dont on élève 

les deux membres au carré et dans laquelle on regarde > f js^, - j comme 

une quantité connue etX'(z) comme l'inconnue, est du degré n par 
rapport à cette inconnue; les n racines sont représentées par la formule 

X^fz-h/j-U o\x p reçoit n valeurs entières consécutives; la somme 

dés racines étant connue, il en résulte la relation 
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De la deuxième et de la troisième des éqttations (^6) on déduit de même 



pssn~t 



p = v 

La considération du produit des racines dans les deux premières 
équations conduit aux relations 



^ pss.n — 1 



(3s) ^('.s)='-'>-Vs n»!'-";) 



p = o 

p =n — I 



!<•' "■('•;)=- îT^ n "■(•-"■:) 



p=o 



Les formules (SS), relatives à la division de la seconde période, donne- 
raient des relations analogues. 

Dans ce qui précède, nous avons exprimé les fonctions 6 [z, -\ ca'\ 
6(z, o, — j au moyen des fonctions 6{z, o), o'). Les fonctions 

^(z, o, — U &f z, -. (ùj s'expriment par des formules toutes pareilles 
au moyen des fonctions ^(z, cù, ca'). 

Nombre des /onctions provenant de la division de l'une des périodes de 
l'un des couples qui correspondent à un module donné. 

360. Nous savons qu'à un module donné k^ le multiplicateur g 
étant supposé égal à l'unité, correspondent une infinité de couples de 
périodes elliptiques. Désignons par a g.), o)' Tun d'eux, par exemple 
celui que nous avons déterminé, au n^ 221, à l'aide d'intégrales dé- 
finies; tous les autres ^co,, çù\ sont définis paries relations 

&) = (4^-+- l)Wi H- 4^^'i> 0)'-: 4«'û(), -h (4ft'-4- 1)6)', , 
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avec la condition (4a -h i) (4*' h- ') — i6ôa'= i (n** 232); mais nous 
considérerons d*une manière plus générale les couples de périodes 
définis par les relations 

avec la condition 

(42) {2a -h i](ab' -h i) — ^ba' --- 1; 

car les fonctions \{z, o,, c«>'J, qui leur correspondent, sont égales à 
± X {Zf Cl), 0)') et ont pour modules =i= k^ de sorte que les polynômes 9 qui 

entrent dans les expressions des fonctions X(z, —» w'^ U Xfz. w,, — j 

renferment la même fonction donnée X^(2, k), la même constante k^, 

et ne différent que par la valeur de Tune des constantes X' ('~^ ^)^ 

X*(^*->AL X^(— j Aj, X^f — . Aj. Dans ce qui suit, nous ne distin- 
guerons pas deux fonctions égales et de signes contraires, ou ayant 
leurs modules égaux et de signes contraires. 

Nous remarquerons d*abord que, lorsque n est impair, la division 
de la seconde période donne les mêmes fonctions que celle de la pre- 
mière; car deux couples de périodes satisfaisant aux relations (40 
sont liés par des relations de même forme 

&)j -(irt, -f- l)û), -h 2ft,a)',, O)',:— îfl', û), -f- (26', -h l)w',, 

avec la seule condition (2a, h i){2b\-\- i) — 4^1^', = 1; d'où 

Mj 7. ri, 4-1 . 0)', , f U s ^\ 

- - ■- &), -h 20. » îk), = 2a' W, 4- (20, -h i)n— î^- 

//. n « » 

Pour que les deux fonctions Xfz, ^, w', U xfs, w,, — ) soient dans un 

rapport constant, il est nécessaire et il suilit que :xa^ + i soit divisible 
par n, ce qui est impossible quand n est pair; lorsque n est impair et 
égal à 2 w 4- 1 , il suffira de prendre a, = 6, = m, a, = h\ = — m; les 
deux fonctions seront alors égales et leurs modules égaux ou égaux et 
de signes contraires. 

3Q1. Proposons-nous maintenant de chercher le nombre des fonc- 



'. 
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lions X Iz, 61)4, ^ ]« quand n est impair. Les relations (4i) renferment 

quatre nombres entiers sa + i» b^ a\ ^^'h-i, assujettis à la seule 
condition (4^). Considérons tous les systèmes de nombres entiers dans 
lesquels le plus grand commun diviseur de aa + 1 et n soit un même 
nombre n'; posons n = n'n^ aa + i = n'(2{î, -4- i), les nombres n" 
et sa, + 1 étant premiers entre eux. La première des relations (40 
devient 

-7 -^(aa, -h ilw,-h an 6— ^• 
n' n 

Puisque les nombres ixa^ + 1 et t\Ti'h sont premiers entre eux, on peut 
déterminer deux "nombres entiers a" et 2i"-f- 1 satisfaisant a la con- 
dition 

(43) (aa. -+-i)(2fc"-4- \)—^n"ha''^\. 

D'après cela, si Ton pose 

n 

on voit que le couple des périodes w, , — est équivalent au couple —, > w", 

et que la fonction x(«, Wo^] est égale à diXf^, ^, «"j- Des rela- 
tions (43) et (43)t retranchées membre à membre, on déduit 

(aa, H- 1)[26" -4-1- n'(26'+i)]=z:46(/i"rt" ---«'), 

et par suite 

i n^a"-a'— (2a, -h i)/, 

/ étant un nombre entier. Si, dans la valeur de kJ\ on remplace a" et 
26"+ I par leurs valeurs tirées de ces deux équations, on trouve 

w' -h 2 / -7 

" =:;7'-^^^^ = — ^* — * 

n Ti Ti 

Ainsi toutes les fonctions provenant de la division par n de la seconde 
période des couples qui sont fournis par les systèmes de nombres en- 
tiers, dans lesquels le plus grand commun diviseur de 2a + 1 et n 
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est égal ^ un même nombre n\ sont comprises dans la formule 



(45) 






On pourra effectuer l'opération à l'aide de deux divisions successives. 
On exprimerad'abord X f j;, ~ » (a' j par une fraction rationnelle en X (z, o, o»') 

du degré n\ puis Xl z, ~,> Jr— / par une fraction rationnelle du 

degré n" en Xf^j, ~j w'-h 2/— , J ou x(z, — ,» w'j • 

362. Nous remarquons que les trois nombres /)^ n'\ i n'ont pas de 
facteur commun; car, si cela avait lieu» d'après la seconde des équa- 
tions (44)» ce facteur commun diviserait :2 6"+ i et» par suite, le pre- 
mier membre de l'équation (43), ce qui est impossible. On en conclut 
que le nombre entier £, qui entre dans la formule (45), n'est pas 
arbitraire; il doit être premier avec le plus grand commun diviseur (^ 
des deux nombres n' et n". Nous allons voir qu'on peut lui attribuer 
une valeur quelconque première avec <^. L'équation (4a) est une con- 
séquence des équations (43) et (44)* Étant donné le nombre entier / 
premier avec è, proposons- nous de déterminer six nombres entiers 
2a, + 1,6, a\ !26'+ 1, a"^ 2^-^ I satisfaisant aux trois équations (43) 
et (44)9 et tels que :2ai -+- 1 soit premier avec nf\ Les deux équations (44) 
donneront immédiatement les deux nombres entiers a' et !2Î"+ 1 , quand 
les autres seront connus; l'équation (43)« dans laquelle on remplace 
2b''-^i par sa valeur tirée de la seconde des équations (44 )> devient 

(46) n'(2tf, H- i) (a6'-4- — ^n''ba''=z i - 4/(2a, -h 1)6; 

te premier membre étant divisible par â, le second membre l'est aussi. 
En appelant /' le quotient entier, on a la relation 

(47) 4/(2a, -hi)ft-t-ii'=i, 

et l'équation (46) se réduit à 

( 48) n\ (aa. -f- 0(26' -h i) -- 4< ba" ^ l\ 
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n'i et n' désignant les quotients premiers entre eux des nombres v! 
et n" par leur plus grand commun diviseur d. La question revient à 
trouver des nombres entiers satisfaisant aux deux équations (47) 
et (48)« Les nombres donnés !\t et à étant premiers entre eux, on 
peut déterminer des nombres entiers a? et ^ satisfaisant à l'équation 
t\tx -^r dt'=\. Prenons Tun quelconque des nombres x\ décompo- 
sons-le en un produit de trois facteurs : Tun a?', formé des facteurs 
premiers qui entrent dans ri^ ; le deuxième x"^ des facteurs premiers 
qui entrent dans n', quels que soient d'ailleurs leurs exposant»; le 
troisième y^ des facteurs premiers étrangers à ri^ et à n\. En faisant 
aa, -h I = a/, 6 = a/'y, nous aurons deux nombres premiers entre eux 
et satisfaisant à l'équation (47)> avec la valeur correspondante de t\ 
en outre, d'après cette relation, le nombre aa^ -h i est premier avec ù\ 
comme il l'est déjà avec n' , il Test aussi avec n"\ d'ailleurs h est pre- 
mier avec ri^. Les deux nombres ^^(aa, -f- 1) et 4^*1 ^> s^^Dsi formés, 
étant premiers entre eux, on peut déterminer deux nombres entiers 
a 6' -M et a'' vérifiant l'équation (48). 

363. Â l'inspection de la formule (45), on voit immédiatement que 
deux valeurs de / dont la différence est un multiple de n" donnent la 
même fonction; d'ailleurs, pour que deux de ces fonctions soient dans 
un rapport constant, il est nécessaire que leurs périodes soient équi- 
valentes, ce qui exige, puisque le rapport ^ est imaginaire, que la 

différence des deux valeurs de t soit un multiple de n!\ Si donc on ne 
regarde pas comme différentes deux fonctions égales et de signes con- 
traires, on pourra dire que le nombre des fonctions qui correspondent 
à un plus grand commun diviseur n' entre aa + i et /i est égal au 
nombre des nombres inférieurs à n" et premiers avec J, n" étant le quo- 
tient de n par n! et c^ le plus grand commun diviseur entre n! et ri\ 
On procédera de même pour chaque diviseur du nombre n. Le raison- 
nement précédent montre que deux fonctions qui se rapportent à deux 
diviseurs différents ne sont pas dans un rapport constant. En prenant 
successivement tous les diviseurs, on obtiendra ainsi toutes les fonctions 

3* 
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Nous avons divisé par n la seconde période; on opérerait de même 
la division de la première période. Tous les systèmes de nombres entiers 
satisfaisant à la relation (42), et dans lesquels le plus grand commun 
diviseur de :2&'+ i et n est n', donnent des fonctions représentées par 
la formule 




(49). x(.,^,a,'.)_±X 

dans laquelle / désigne encore un nombre entier premier avec c^; mais 
nous avons vu que ces fonctions sont les mêmes que les précédentes. 

Dans le cas particulier où n est premier, il n'y a que deux hypothèses 
possibles, soit n! = n^ n" = i^ soit n'= i, /i"= n. Si Ton divise la se- 
conde période, la première hypothèse donne la fonction Xlz, -» (ù'U la 

seconde les n fonctions représentées par la formule Xf 2, w, -U 

où Ton attribue à / les /i valeurs o, 1, 2,. . . , n — i, ce qui fait en tout 
n 4- I fonctions différentes. Si l'on divise la première période, la pre- 
mière hypothèse donne la fonction X(z, w, — n la seconde les n fonc- 
tions xfa, îii_A_^, ci^M, ce qui reproduit les mêmes fonctions dans 
un autre ordre. 

364. Considérons actuellement le cas où le diviseur n est un nombre 
pair, que nous représenterons par 2^/1,, n, étant impair. Divisons 
d'abord la seconde période. En posant n^ =n'n!' et appelant d le plus 
grand commun diviseur de n' et n'\ on démontre, comme précédem- 
ment, que les systèmes de nombres entiers satisfaisant à la relation (42), 
et dans lesquels le plus grand commun diviseur de 2a+i et n ou /if 
est égal à n\ donnent les fonctions comprises dans la formule 



(50) X(.,a>„^)=±x(.,5 



(ù -ha/-; 



OÙ t désigne un nombre entier premier avec â. En divisant la première 
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période, on arrive de même k la formule 



(5i) >(z,^,to'.)z.±:x(^z. 



n! îfV 



t désignant toujours un nombre premier avec ù. Les fonctions repré- 
sentées par ces deux formules sont différentes. Le nombre des fonctions 
données par chacune d'elles et se rapportant k un plus grand commun 
diviseur n' est égal au nombre des nombres inférieurs k a'^n" et pre- 
miers avec d. 

Nous avons vu {n^236) que, si aw, w' sont des périodes elliptiques 
de la fonction X(z, k)^ la fonction X(z, k) admet les périodes elliptiques 
— 2û)'i, (ùi. En comparant les formules des n*»* 349 et 351, 357 et 358, 

on reconnaît que les deux fonctions X(z, w, --)? Xfjs, l^— S «ij ont 

des multiplicateurs égaux et des modules complémentaires, et de même 

les deux fonctions \iz, -\ «'K x[z, — «'i, --V 



Division par deux. 

365. D'après leur définition par les formules (6) du n^ 74, les va- 
leurs des fonctions d(z) pour une valeur de jsde la tormezzizatù + 6(«)^ 
aeib étant des constantes quelconques, sont des fonctions de la quan- 
tité imaginaire p = "- = r -f «*, dans laquelle le coefficient s est positif 

et différent de zéro ; si Ton représente, k la façon ordinaire, la variable p 
par un point du plan ayant pour coordonnées r et 5, ces valeurs des 
fonctions Q sont des fonctions holomorphes de p pour toute la moitié 

du plan située au-dessus de l'axe des x. Les quantités sfk et slk\ dé- 
finies par les formules (17) du n^ 76, sont, d'après cela, des fonctions 
holomorphes de p; en considérant leurs expressions en produits par les 
formules (29) et (3o) du n^ 205, on voit que leurs racines carrées sont 
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elles-mêmes holomorphes par rapport k p ; nous poserons 



I 



' _— — > /<« .MB II 



(52) ' 

* " 11 I -<- g"--' " 11 I -I- <>(»^'.*f' 



m = t fn=i 



Voici d'autres fonctions holomorphes de p qui nous seront utiles : 
1° Si, dans les formules (i3) du n® 75, on fait js ~ — |, on trouve 

d'où 

En définissant le radical ^i + ^ au moyen de X ( ^| 9 on a 

En définissant yji — k" par la relation ^i — k'x^i-hk'^i^ on en 
déduit 

a" Si, dans les formules (i4) du n® 75, on fait js = — ^> ^^ trouve 

'•(f)=Kf)' '■(f)=Kf)- 

d'où 
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En définissant le radical v^i -h it par la valeur de v (7- ) ' on a 



En définissant sji — k par la relation yji — kx yfi-î-i = k\ on en 
déduit 

3** Si, dans les formules (i5) du n*^ 75, on fait z = - ""x~> on 
trouve 



_/6>-+-o/\- T/i/w-^û^'\ «/^*-^-w'\ T/i/^-^-WX 



d'où l'on déduit 



et, par suite, 

H~4-J = ~F- 

En défirnssant le radical yjk + i^ au moyen de X f ^Ll^ j , on a 

/#- X ./w-+-w'\ V^ÂTÏT' /«4-ftA , fk' -T /w-^-ftA ,77 /7 77 -^- 



En définissant V* — ik! par la relation yJk -- ikf y:\Jk -^ ik' =^ i, on en 
déduit 



366. Divisons maintenant par deux la première période. Les for- 
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mules (ng) du n^ 357 donnent 

(59) l^'^*'' ^^N/tT"'' 



et les formules {26) du n^ 356 se réduisent à 

\ ^J v(z) 

(60) {f'V'^) = Hi) ' 



V 

\ 






D*aprës la dernière de ces formules, on a 



«'■ =-• ' (i- î) = r 



-+-A' 



La quantité V^\ est la fonction holomorphe de p que Von obtient en 
remplaçant p par 2p dans l'expression de y/k^; d'autre part, en vertu 

de ce qui précède, la quantité - ^'^ est une fonction holomorphe 

de p; ces deux fonctions ont des valeurs, réelles positives et égales, 
pour toutes les valeurs de p de la forme p = si; leur rapport est aussi 
holomorphe, et conserve une valeur constante, quand la variable p 
décrit la partie positive de l'axe des y; on en conclut, d'après le corol- 
laire du n*' 114, qu'il reste constant dans tout le demi-plan. On a donc, 
pour toutes les valeurs de p dans lesquelles s est positif, 

(6.) ^^'.--^/ 

Des formules du n'' 205 on déduit, par un raisonnement analogue, 



0(0)6,(0) ei',(o)0,(o) i/jpV g<^ 



^T^-Po. (o. i>) = sTT-Po. (o, ^) ._: OMo) y^^ 
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• et les formules (24) <)u n" 356 devienneni 



(6a) 






^'{'' fj = V \/^ [,fTTFOHz)-y/r=lPO](z)]. 
367. En divisant par deux la seconde période, on a de même 



(63) 






(z,^)--.(.^k) 



Mz) 



I + /rX'(2) 
(64) j^^^,_j^-____, 

I — A-X'(2) 



('■t)=t 



ArX'(z} 



On a aussi 



d'où 



(65) 



9,(0)8.(0) e',(o)9(o) fïVÉf"' 
^rTÎ6(o, ï:)= ,/7tr* 8.(0,2;) = 8.(„)y^-, 
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368. Remarque I. — De la division par deux de l'une des périodes, # 
M. Hermite {Comptes rendus, i863) a déduit des formules qui donnent 

immédiatement les expressions en séries de v^l et de y/if trouvées par 
Jacobi. Si Ton considère les fonctions 9 formées avec les deux con- 
stantes co et GJ + (ù', d'après les formules (52)» la quantité y/i devient 

Vil e^f 6t les formules du numéro précédent donnent 



(66) 



V/: 

«■('•"• ^) =}» «Vî^ ••""■'"• 

les fonctions 9 des seconds membres étant celles qui sont formées 
avec tù et cd\ A l'aide des deux premières formules de chacun des 
groupes (62), (65) et (66), on obtient les expressions suivantes des 
fonctions elliptiques : 

X ( 3, M, 0)' ) = -.^^ ^^^ ' — ' ^ 



(6,) ^(z,a.,«)=Y/p -)-^ ^v'V 77 — ^' 

Si, dans les formules (8) du n*'74', on remplace q par l'une des quan- 
tités q^,, <^q, i^q, et, dans le premier cas, a par-) on obtient les dé- 
veloppements des fonctions relatives aux trois couples de constantes 
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d' j' (^' j^ {^' " — ~~)' ^^ faisant ensuite js — o dans les deux 
dernières des équations précédentes^ on trouve 



n — « 



(68) 



y.-.) 






^'A' = "- 



n = T 



/I= -a 



-9 



S 



«= I 



9 " 



n = « 



^7r - 









1 



l-\- 2V (— l)"<7'"' 



n = I 



n— « 



i/V' 



^(-,i)"-'(2ra-i)9 



nfn — T> 



n = I 
/l = «e 



n^n-f-i) 



n(n — i) 



^-^ n'n-f-t) n{n- 



n = X 



n= » 



^A 



Y (— l)"-'(2ll— l)9»«("-" 



n= I 



n(n — t) 



-2^ (- ir"v— (2/1 - i)y""a 



W=:i 



Des formules précédentes on déduit aussi les expressions de cer- 
taines fonctions méromorphes considérées au n^ 226^ 

VLi + A(z, û), Û)')J [i - A-X(Z, w, w'}] = /x(«, 26), w') + - y,g^a(0,M') ' 



369. Remarque II. — Concevons que Ton divise la première pé- 

7a 
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riode plusieurs fois successivement par deux et appelons k^j kn,...f 
les modules des fonctions elliptiques correspondantes. En rempla- 
çant g par q^"' dans la seconde des formules (52), on obtient 



^^'.—n; 



{in— 1 I a"* 



9' 



L'exposant (2/1 — i):t'", dans lequel n et m sont quelconques, dési- 
gnant tous les nombres pairs» on en déduit 



n = » 

lin 



^'^'>^''^'-=--Uh-h 



i-q' 






et, en vertu des formules du n*^ 205, où l'on fait g ^ \^ 



(«9) n^'y—F-- 

En remplaçant ^'.^, k\,.., par leurs valeurs données par la formule (61), 
on a 

/wy_j^ ay^ 2\//f7 ay/Â^ ay/^; 
U/ ""*' '-^*' ""-^A'â ï-hA'i' i-i-A'.'"' 

et, en divisant membre à membre cette équation par la précédente, 

, ^ û) a a a 2 

(70) 



TT I -H Ar' I -h A^, I -h k\ I -h li\ 



• • • 



Si l'on pose 



a, _ 1, 

a, -h ^ 
«I — » 

a 

At -h 6a 


ft.-fr'. 


6j — ^«1 b^ , 


«'- r' 


bi .— ^a, b, , 
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on a successivement 

h — k' *^ — le' ** — A' 

Oi ai a^ 



et la relation précédente devient 

., » W tfi fl» fly 

17'/ *" =^ ' • • 

TT as 03 04 

On en conclut» comme Ta observé Gauss, que les quantités a tendent 
vers une limite égale à -\ les quantités 6 tendent vers la mêmelimite. 
Dans la formule 

"=* I 4- 2</'"-* COS \- q^(^-i 

v(^,«,«') = v^FXI -£j . 

„=i I — îfl»"-' COS h ûf»('"-'^ 

déduite des formules (20) du n^ 202, remplaçons q successivement 
par q^p q\ 9% . . . , sans changer a>, et faisons le produit des fonctions 
ainsi obtenues ; nous aurons 

27r^ 



v(s, a>, 2û)')v{^, w, 4w') . . .= - V^A"'TT 



„=, I — 2cf"'cos -h g*' 



et, par suite, 



(72) v(«,w,2w')v(z,o),4«').. = -tang— -' T. . 

71 G) A^«y 6t)).Cf) j 



Équation aux dérivées partielles dé Jacobi. 

370. Si dans les formules (8) du n^ 74 on regarde ro comme une 
fonction arbitraire de q^ les quatre fonctions Q{z, co, (0') deviennent 
des fonctions des deux variables indépendantes z et q, et d'après le 

calcul du n^ 289, elles satisfont à une même équation aux dérivées 

72. 
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partielles 

On obtient les fonctions ôlz, -9 co'j en remplaçant dans ces for- 

mules (8) o) par - et 9 par ^^ ; en regardant encore a> comme une fonc- 
tion arbitraire de q, le même calcul montre que les quatre fonctionà 
6(z, -> co'j vérifient l'équation 

<) logg 4^ ** «^-^ diogq ^z 

On obtient les fonctions 6 Iz^ a>» ^j en remplaçant dans les for- 

mules {S) q par 9"; on reconnaît de la même manière que les quatre 
fonctions ôlz^ o, ~j satisfont aussi à l'équation (2). 

Supposons maintenant que» dans toutes les fonctions précédentes, 
0) soit la fonction de q définie par la formule (3i) du n^ 205, où l'on 
fait g=i' Appelons k le module de la fonction X(js^, oi, cj'), lequel est 
donné par la formule (29) de ce même numéro. Nous pouvons inver- 
sement regarder q comme une fonction de k ; alors co est une fonction 

de kf et les fonctions Olz^ -9 gj'j , 6 (z, a>, ^\ sont des fonctions des 

deux variables indépendantes z et k. Les quantités o) et u' sont aussi 
déterminées par les intégrales définies (3) et (5) du n^ 221, où Ton 
fait ^= I, et elles satisfont aux relations (33) et (34) du n^ 279. A 
l'aide de ces relations, nous avons opéré le changement de variable au 
n^ 289; l'équation (2) devient ainsi 

(3) __ + 2«{Â-'-H)z- + t.«M"^=o. 
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Désignons par 9, f ,, 92* 93» soit les quatre fonctions 

„, -HJH'^i'^"^) _?J'i'^'(^'l-) _"J!J^'(^'^') ^-l'M'''^) 
*^' e(o,w)' 0', (o.«) 0»(o,û)) 0,{o,w) 

soit les quatre fonctions 

,,^ _=."i.'^(^'ï) _.L-'^'^¥) -i"'j°'{^'7r) -.--«£.•'''("'7) 

^^ ô(o,û)')' ^,(o,a/)' Mo,w')' C/,lo,û)')' 

ces fonctions 7 joueront le même rôle que les fonctions Âl(z); en ré- 
pétant le calcul du n^ 290» on trouve qu'elles satisfont aux équations 

(6) { 

-^' H- 2nA-»z ^' -h an/* A'' ^-^- 4- (n -f n»A«5M 9, nz o, 

cV -^ 2'»^'« N- -+- anAA-" t- -4- (nA ^ \- n'k'z' ) (d, _ o, 
oz^ ôz oh' / T ' 

et, par conséquent» les quatre fonctions 

vérifient la même équation différentielle 

(8) ~ 4,2nA»3^ +2nAA"^ H-n»A'2»U = u. 

Cette équation ne diffère de l'équation (27) du n^ 339 qu'en ce que 
n' est remplacé par n. Il en résulte que les quatre fonctions 

/l V-—"— V -^ V - "'- V >^- 

i9J ^-A[«(z)' '"Ai-(ij)' '~"Al-(z)' ' Âi-12.) 
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satisfont aux équations aux dérivées partielles 

(lo) (i — 2«x'+jr*)— — -l-a(i»— i](<xx—x')r-+in(t—et'\- — i-n(/t— i)x*V=o, 
* ix' ^ ' 'ûX ô« 

( l 1-2A' , \D'V , Jt-ik' XîV 

+ 211^''^^- -r n(ii- i)f p -T-'j V = 0, 

(12) \ 

que Ton déduit des équations (34), (36) et (38) des n''' 340 et 341, en 
remplaçant n^ par n. 

371 . Ces quatre fonctions Y ont pour expressions» à Taide des Q, 



û(./i)5«-(o) ■ 0.(z/i)â.-(o) 

7.r,—\ » V| =:^ ;r-7 — ; j 



,3 ^ ^^n^) n^) 



V,-— ^— .^^Z-, , V.::^ 



s'il s'agit de la division de la preAiiëre période, et des expressions , 
toutes pareilles s'il s'agit de la seconde période. 

Lorsque n est impair, on a, d'après les formules (3) du n^ 349, et 
en vertu des relations du n^ 205, 

(.4) v=y/fi£«, v,.yËp*,„ V,=y^^*.^, v,=y'f,.,. 

On a aussi 

v(..l)-lv.W, v(,.'^)=(-..r?'iv,W, v(,..!l±i^)=.±v.w. 
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et, par suite» 

(i5) V.{a:)=:(-irT-Vv(^), v,(;r) -/"V (=r') ' V3(0-- ^"V (y) • 

Pour avoir les quatre polynômes $, il suffira donc de calculer le poly- 
nôme V(a?), qui est pair et du degré ^ — i . Si Ton pose V = 2a^'"^a?^'", 
l'équation différentielle (lo) donne une relation linéaire 

Ida^"*^ 
(2m -h 1) (a/n -f- 2)aC*»+') -^ 4/n(/i— 2 m) ex a^'^^ -h ^n(i — a')--^ — 
(la 
H-(/i — 2/n-i-i)(/i — 2/n-f- 2)a('»-0 = 

entre trois coefficients consécutifs. Le premiercoefficientest a^®^ = i/ ^/ > 

le dernier a^' '-") = ( - - )'^" \/^^ • 

L'équation (35) du n^ 279, qui peut être mise sous la forme 

a été établie en supposant le multiplicateur égal à Tunité; si le multi- 
plicateur est égal à g^ cette équation devient 













° Cù 
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d'où 


l'on 


déduit 








~ /r. A-',' 


dk,. 


(•7) 










ff?- 


nkk'* dk, 
k,k\' dk 


• 



Pour effectuer le calcul des polynômes $ par cette méthode» il faudra 
se servir de Féquation algébrique qui existe entre les modules k et £« , 
équation dont il sera question plus tard. 



M 
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CHAPITRE V. 



DIVISION DE l'argument DANS LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



372. C'est la question inverse de celle qui a été traitée dans l'avant- 
dernier Chapitre. Nous avons trouvé les expressions de X(/iz), fi[nz), 
v{nz) en fonction de X(2;), /x(z), v(jz). Proposons-nous maintenant, 
connaissant l'une des quantités X(nz), /x(nz), v(nj5), de trouver X(z), 
/x(z), v{z). Quand on donne fi{nz) ou v{nz) et que Ton cherche p. (z) 
ou v[z)f l'équation est du degré n^\ si n est pair, elle s'abaisse au 
degré moitié; mais, quand on donne X(nz) et que l'on cherche X (js), 
l'équation est du degré n^ si n est impair, du degré 2n^ si n est pair; 
dans ce dernier cas, l'équation, ne contenant que des puissances paires 
de l'inconnue, s'abaisse au degré n^. 

Lorsque la quantité donnée est prise arbitrairement, les racines de 
l'équation sont toutes différentes. Supposons que, n étant impair, on 
donne j = \{nz) et que l'on cherche x=^'k{z)\ l'inconnue est donnée 
par une équation du degré n^ 

(i) jP ~ -îpPi ~- o, 

dans laquelle P et P| désignent des polynômes entiers pairs en a? du 
degré n- — i , et que l'on sait former, par un calcul de proche en proche, 
d'après la méthode d'Abel (n^ 338), ou, directement, par celle de Jacobi 
(n® 342). A une valeur de y correspondent les valeurs de /iz, 

nz "i- iptù H- gw', ntù — nz h- 7.p(à -f- gw', 

et, par conséquent, les valeurs de x^ 
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p Qt g étant deux nombres entiers quelconques; mais les valeurs de x 
données par cette dernière formule sont égales à celles que fournit la 
première; on en conclut que les n* racines de Téquation sont repré- 
sentées par la formule 

dans laquelle chacun des deux nombres p ^i g reçoit n valeurs en- 
tières consécutives. Nous leur attribuerons les valeurs — 



If o> '>•••» 



9 • • • 5 

2 

n — I 



2 



Pour que deux valeurs de x soient égales, il faut que la somme 
de leurs arguments 2z 4- 2 (/?■+-/>')- -h (^ -h y') ~ soit de la forme 

{37w-f- 1) «-hmV, ce qui exigeque nz soitde la forme (2/w, 4-1) ~ -hm\ — 

et» par conséquent, que y soit égal à ±: i ou à ±. j' 

Pourvoir ce que deviennent les racines, nous distinguerons deux 
cas, suivant que le nombre entier - — '• est pair ou impair. Dans le 
premier cas, lorsque/ = i, l'une des valeurs de nz est 



1 &)=: J dOU -3=i-> 

2 2 2 2 



et, par suite; 

or — AI- +2»- -+-g — I; 

\2 '^ n ^ n/ 

la combinaison /> = 0, g = o donne la racine simple x := i; deux va- 
leurs égales et de signes contraires de la quantité a/> — f- ^ "* donnant 

la même valeur de x, toutes les autres racines sont doubles : on en 
conclut que le polynôme P — a?P< est égal au produit de i — a? par un 

polynôme carré parfait. Lorsque j^ = v> Tune des valeurs de nz est de 
la forme 

1 (w -h ck)') = -^^ -S d ou z= 1 

2 2 ^ ' ^ 2 2 

73 
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et, par suite, 

la combinaison /> = o, y == o donne la racine simple ^ = t: 5 toutes les 

autres racines sont doubles : on en conclut que le polynôme P — kxV^ 
est égal au produit de i — kx par un polynôme carré parfait. Nous 
remarquons que si, dans Téquation (i), on remplace y par —y, les 
racines de la seconde équation sont égales à celles de la première et de 
signes contraires. Les cas où la quantité donnée^ est égale à — i ou 

à — V se ramènent ainsi aux précédents, il en résulte que les deux 

polynômes pairs P et P| satisfont aux deux identités 

(3) p_^p, =^(,_^)G;, P-*arP,z=(i-A-a;)H;, 

G, et H, étant des polynômes entiers en x du degré r et à celles 

qu'on en déduit en remplaçant x par — x. 
Lorsque le nombre "~ est impair, on a les deux identités 

(3') P~-a:P.=^(i -hx)G], P-A-jcP.=:(i-4-A-^)H;. 

La considération des équations qui donnent ii{z) ou v(z), quand on 
connaît fx(nz) ou v(/iz), conduit à des résultats analogues. La pre- 
mière admet des racines égales, lorsque la quantité donnée ii{nz) est 

égale à ±: I ou à ±: -v-> la seconde, lorsque la quantité donnée v{nz) 

est égale à d= i ou à ±:^. On en déduit les identités 

(4) p-^p,^(,-|:a)g;, • A-'P-ifrfjiP, = (^'-i/f/x)H;, 

(5) p -> V p, =: ( , _ y ) g; , A^P - vPa = ( A-' - V) h; , 

quel que soit le nombre impair n. D'après une remarque faite au n^ 338, 
les secondes des relations (3) et (3') se déduisent des premières, et les 

relations (5) des relations (4), en remplaçant k par j et z par kz. 



DIVISION DE L'ARGUMENT. 579 



• Division par deux. 
373, Connaissant X = v^AX(2z), cherchons a? = y/k'k{z). La formule 

conduit à ('équation du huitième degré 
c'est une équation réciproque 

que Ton peut résoudre par des racines carrées. On en tire 

s I _ 2 (i4-\/r— i^gx»-4or« ) _ 2(i + A X) 
^"^?-" X' ■ •'" x^ ' 



7 _ ' - ^ AX -+• v /a( i - «X' -4- AX) _ 

«y — — 



(, + v',_/,xo(i-Hy^i-ix=) 



X» X' 



X -~ m / /r - — ^-z^ Lz^^ ; 



V 



i-V'i-AX' 



les trois radicaux étant indépendants les uns des autres, cette formule 
donne huit valeurs différentes. 

Il est facile de reconnaître a priori que les racines sont réciproques 
deux à deux; car elles sont représentées par les deux formules 



X 



~- yVrX (-s-hpw-hy— j> X — ^l (- — z-f-pw-hç — j 



> 



dont la première donne les quatre valeurs =ii y/k^z), ± yfkXlz + ^^) 

73. 
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• réciproques deux à deux, la seconde les quatre valeurs ± y/kX ( - — jz U 
± yjkxi- — 2.-f — )> qui sont aussi réciproques deux à deux. 

Résolution de l'équation d'oà dépend la division de l'argument 

par un nombre impair. 

374. On effectuera la division de l'argument par un nom1)re impair 
quelconque, en le divisant successivement par les facteurs premiers de 
ce nombre. Nous venons d'effectuer la division par deux; il nous reste 
à voir comment s'opère la division par un nombre premier plus grand 

• que deux. Nous supposerons plus généralement que le diviseur n est 
un nombre impair quelconque. Abel a démontré que l'on peut exprimer 
algébriquement les racines de l'équation (i), qui est du degré n^, au 
moyen des quantités k ely^ qui entrent dans cette équation, des racines 

de l'équation binôme a/' = i , et des deux quantités ^(-)» ^(~")' 

Nous ferons d'abord remarquer que, quand n est impair, les quan- 
tités ^{p-y V-ip^y ^\Pi Peuvent s'exprimer rationnellement à 

l'aide de X(-] et du module A, quel que soit le nombre entier p. Il 

résulte, en effet, des formules (i4) du n^ 332 et du calcul des poly- 
nômes P par la méthode d'Âbel (n^ 338), que ces quantités sont 

des fonctions rationnelles de ^ et de ^(-)> f^l")» ^("l' ^^*^ '^ 
deuxième de ces formules (i4) indique que la quantité /tif /i- h c'est-à- 
dire — I, est égale au produit de f^f-) psir une fraction rationnelle en 

X*(- ) 5 on en déduit l'expression de /x( -) par une fraction rationnelle 

en X^f -] • La troisième donne pareillement l'expression de v( - j par 

une fraction rationnelle en X^(- ] • Ainsi les quantités /x (/?-]> v (/>-) 

sont des fonctions rationnelles de k^ et de X' ( - j -, la quantité ^ (/^ - ) 
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est égale au produit de X( ~ j par une fonction rationnelle de k^ et de 

On verrait, delà même manière, que les quantités)./^ — ]» filq^)^ 

vf^f — j s'expriment rationnellement à l'aide de A^ et de Xf^j? quel 

que soit le nombre entier q. 

Les formules (i) dun'' 318, relatives à l'addition des arguments, mon- 
trent ensuite que les trois quantités X(/?-4 ^"■j'F'f/^^"'"?^)' 
v(p- -f- y ^) s'expriment rationnellement à l'aide de k^ et des deux 

quantités X(-j» X(~j- 

375. Soient a et |3 deux racines, difierentes ou non, de l'équation 
binôme af = i. Considérons l'expression 

'k(z) -+- oX f 2-+- — j-h ...-4-a*-'X a+(/î~i) — 

r'^[»+(«-i)^']-*-«r'>[^+^+(«-o^']+...+«"-'P"-'i[3+(«-o~+{«-")ï'], 

que nous représenterons par 

> 

q =n— i p=n ~ i 

(6) R(*,«,p)= ^ ^ «,p,x(z+;,y + ?^'). 



f = ' 



Remarquons d'abord que cette expression conserve la même valeur, 
quand p et q désignent n nombres entiers consécutifs quelconques; 
car, lorsqu'on augmente p d'une unité, les termes d'une même ligne 
horizontale se permutent circulairement; de même, lorsqu'on aug- 
mente q d'une unité, les termes d'une même colonne verticale se per- 
mutent circulairement. 
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Remplacer z par js -f- -^ et multiplier tous les termes par a revient 

à augmenter/? d'une unité; de même, remplacer z par js H — et mul- 
tiplier tous les termes par |3 revient à augmenter q d'une unité; on a 
donc' 

Gomme on a d'ailleurs R(z -i- co) ==. - R(^), on en déduit 

et par suite 

Les valeurs de z qui rendent infinie la fonction R (2) sont celles qui 
rendent infini l'un de ses termes et qui, par conséquent, satisfont à la 
relation 

d'où 

nz :^ h (np — 2/?)&) -i l '^7 — Ç H ) w . 

On peut déterminer les deux nombres entiers /i et q plus petits que n 
et les deux nombres entiers p' et ^\ de manière que les deux coeflScients 

np'— 2p, nq' — q ^- -7-— soient égaux à des nombres entiers quel- 

conques. Il est d'ailleurs facile de reconnaître que deux termes ne 
peuvent devenir infinis à la fois. On en conclut que la fonction R(jz) 
admet les mêmes infinis que la fonction X{nz), chacun au premier 
degré. 

La fonction R(2) admet les périodes 2a>, o)^ mais la fonction 

(7) /(^) = [R(^)]", 



DIVISION DE L'ARGUMENT. 588 

qui satisfait aux relations 

admet les deux périodes — > ~; elle a d'ailleurs les mêmes infinis que 

la fonction X(/iz)y aux mêmes périodes» chacun au degré n. En vertu 
du théorème de M. Liouville (n^ 161), elle s'exprime rationnellement 
à l'aide de la fonction X(/iz) et de sa dérivée; comme elle ne devient 
infinie pour aucune valeur finie de \{nz)^ le dénominateur est con- 
stant, et l'on a 

(8) /(s) = M-f.NX'(nz), 

M et N étant des polynômes entiers en \{nz)\ à cause de la relation 
f\z -h ^ j =: — y"(2), le polynôme M est impair et du degré /i, le poly- 
nôme N pair et du degré /i — 3 au plus. On en déduit 



^=n- I p=n—t 



(9) R(a,«,P)= ^ ^ «'|3f3l(z+;»^ + ç^\=5'M4-NX'{nz}. 



q=o p=o 



A chaque combinaison de deux racines a et jS, différentes ou non, 
de l'équation binôme af =: i, correspond une équation analogue à la 
précédente. Remarquons que, d'après la formule (19) du n^355, l'équa- 
tion qui se rapporte à la combinaison a = ^ = 1 a son second membre 
égal à n\{nz). Si l'on ajoute ces n^ équations membre à membre, 

chacun des termes \lz -^p— -h q^j du premier membre, dans l'é- 
quation résultante, aura son coefficient nul, à l'exception du terme X(z), 
dont le coefficient sera égal à n^, et l'on obtiendra la formule 

(10) M«)-=^M«'8) + ~2,yM4-NX'(rt2), 

qui renferme n^ — i radicaux. 
376. Voici comment on peut calculer ces deux polynômes M et N. 
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Si Ton développe chacun des termes de la fonction R(z) par la formule 

À(z+a)_ ,_)l,XMa)X'(z) ' 

le multiplicateur g étant supposé égal k l'unité» la fonction R(jz) se 
composera de deux parties. Tune égale k une fraction rationnelle en 
X(j3), l'autre égale au produit de X'(js) par une fraction rationnelle 
en X(z). Il en sera de même de la fonction /(js) ou [R(2)]"- Si Ton 
prend la dérivée de l'expression Ae\[nz) par une fraction rationnelle 
enX(js) (n° 332), la valeur de V[nz) sera égale au produit de X'(z) par 
une fraction rationnelle en )s(«); on en déduit la valeur de X'(js) égale 
au produit de X'(7ijz) par une fraction rationnelle en X(2); la seconde 
partie deviendra ainsi égale au produit de V[nz) par une fraction 
rationnelle en ^[z)^ et l'on aura 

^, , A-t-BX'inz) 
f(z)^ C ' 

A» B| C étant des polynômes entiers en X(z). 
La fonction f{z) ne changeant pas quand on remplace z par 

2 -h 2/? " -h y — > les fractions rationnelles p> g ne changent pas quand 

on y remplace. X(z) par l'une quelconque des valeurs de x données par 
la formule (2), c'est-à-dire par Tune quelconque des racines de l'équa- 
tion (i). On prendra, pour chacune de ces fractions, la moyenne arith- 
métique de ses valeurs, lorsqu'on y remplace X(z) successivement par 
les n^ racines de l'équaiion (i); cette moyenne arithmétique, étant une 
fonction symétrique des racines, s'exprimera rationnellement à l'aide 
des coefficients de l'équation (i) et, par conséquent, à l'aide de k^ de 
la quantité donnée 7 = X(7ij3). On arrivera ainsi à la forme (8). 

L'expression trouvée de la sorte renferme, en outre, rationnellement 
les constantes X(a), /x(ci), v(a), a désignant lesidiverses quantités 

2/> - -h 5^ — -, mais ces constantes, d'après la remarque faite au n^ 374, 



s'expriment rationnellement à l'aide de k} et des deux quantités Xf-j? 
X( — ]• On en conclut que les deux polynômes M et N, entiers par 
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rapport à X(/iz), renferment» en outre» rationnellement les trois con- 
stantes *«, X (^) , X (~) • 

377. La formule (lo), qui donne les valeurs de Tinconnue, ren- 
ferme n^ — I radicaux; mais on peut les ramener k deux d'entre eux. 
Si Ton suppose que a et ]3 soient deux racines primitives de l'équation 
binôme a?" = i, deux racines quelconques de cette équation pourront 
être représentées par a*" et /3', ret s étant deux nombres entiers variant 
de o à n — I . La fonction 

(11) F{^) = [R(«,a,i)]'-[R(z, I,l3]-'R(-^,a^p'), 

qui satisfait aux relations 

admet» dans tous les cas» les deux périodes —9—\ elle a les mêmes 

infinis que la fonction X(/iz)» aux mêmes périodes» chacun au degrér 
2/1 — r — j -h I ; on a donc 

(12) ¥{z)^V^QV{nz), 

P et Q étant des polynômes entiers en X(/iz). Quand le nombre r + .9 
est pair» le premier polynôme est impair» le second pair. Quand r 4- 6* 
est impair» le premier est pair» le second impair. Le premier polynôme 
est donc du degré 2/1 — r — 5 + i» le second du degré 2n — r— s— n 
au plus. On les calculera comme on a calculé les polynômes M et N 
dans le numéro précédent. 
. Des équations (11) et (12) on déduit 

Le premier facteur du second membre est une fraction rationnelle en 
X{nz) etïf{nz)\ de cette manière» tous les radicaux se ramènent aux 

74 
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deux seuls radicaux R(z, a» i), R(2, i» /3), et la formule (lo), après la 
substitution, ne donne plus que les n^ valeurs de l'inconnue. 

378. La fonction résolvante d'Abel se met sous la forme 

Nous supposerons maintenant que Ton attribue à chacune des lettres 

/? et çr les /i valeurs consécutives ^^5--m — i, o, 4- i,..., -^^* 

Considérons le produit des dénominateurs; les nombres 2p donnant 
pour résidus par rapport 2l nies n nombres consécutifs ^> • • • > 

— 1,0, I,..., j et la fonction ne changeant pas quand Targu- 

ment augmente ou diminue de co, ce produit est égal à 

c'est la fonction 6{nz), multipliée par un facteur constant (n^ 331). 
Nous pouvons représenter deux racines quelconques de l'équation 

binôme a:" — i par a = e "^, ]3 = e^^^', a et 6 étant deux nombres 
entiers. La fonction holomorphe 

$(2) — R(z. a, (3)0(712) 

satisfait aux relations 



La fonction holomorphe 
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satisfaisant aux relations 

Y (z -h ^) =- H^(^), ¥ (z -f- ^ W - e"^'^^''^"'-'^ W(z), 

est égale à la fonction 6^{nz)^ multipliée par un facteur constant 
(n^'lSO). On en déduit 

->ifKZi / ,. ,,t\ 

<!f{z) = Iie'-^eAnz — b--a-\, 

\ n n j 

ett par suite, 

e « di[nz — o a — ) 

\ n n / 



(i4) R(z,a,(3) = A 



e[nz) 



On connaît ainsi les zéros de la fonction doublement périodique R(2), 
aux périodes 20), a>'; ils sont donnés par la formule 

(i5) z = 6— -4- Û-- -h p- -hO— > 

dans laquelle a et 6 sont deux nombres entiers constants, caractéri- 
sant les deux racines a et p de l'équation binôme a?" = i , /> et 9 deux 
nombres entiers ai*bitraires. Od déterminera la constante A en faisant 



z = ~: on trouve 
2 



A-^(-.)*?— ^ 



n n J 



e 



379. Considérons maintenant la résolvante R(z, a', p-'); d'après 
la formule (6), on a 

. R(z,flr',(î-')==:-R(-2,«,(î); 

les a'^'"*' puissances des deux résolvantes R(j5, a, P), R(z, a~*, ]3~') 
sont donc des quantités conjuguées M -h NX'(/iz), M — NX'(/ijz% Pour 
avoir l'expression de la seconde résolvante, il suffit de changer les 
signes des nombres entiers a et 6 dans la formule (i4); 1^ constante A 

74. 
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ne change pas; on en déduit 

6i(nz — 6 - — a — ) 6t(nz H- 6- -f-a— ) 

R(.,«,(3)R(z,«-,(3-.) = A^-^ -? î^^ îî ^, 

ety par suite, en vertu de la seconde des relations (7) du n^ 329» 

(16) R(z,«,(3)R(^,a-,(3-) = n>[x«(/i2)-A^(6^-4-a^')]. 

Les radicaux conjugués se ramènent ainsi Tun à l'autre. 

En élevant les deux membres de l'équation (16) à la /i'^^^ puis- 
sance, on obtient la^ relation 

Si l'on pose M = /i^Mo N = «"N,, p=:X(6-+a~)» cette relation 
devient 

(17) M?-N;(i-r)(i-Ar'r^) = (r~pO"- 

Elle peut faciliter le calcul des polynômes M| et Nf en j^ : le premier, 
qui est impair et du degré /i, renferme coefficients; le second, 



n — I 



qui est pair et du degré /i — 3, en renferme > ce qui, avec p, fait 

n + 1 inconnues. L'identification des deux membres donne /i + i équa- 
tions entre ces inconnues. Mais la constante ç est l'une des racines a?, 
autre que zéro, de l'équation (i), dans laquelle on fait y =^0. Gomme 
à chaque valeur de /9^ correspond un couple de polynômes M| et N|, 
les coefficients pourront s'exprimer rationnellement à l'aide de |9', en 
tenant compte de l'équation qui détermine cette quantité. On retrou- 
verait d'ailleurs cette équation en éliminant les n coefficients des po- 
lynômes M| etN| entre les /z-m équations provenant de l'identification. 

Multiplication de la première période par un nombre impeur. 

380. Dans le Chapitre précédent^ nous avons trouvé les expressions 
de Xfjz, ^> w'j et de X(z, w, — J en fonction de X(«, &>, o)'). Il s'agit 
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maintenant, connaissant Xfz, -? w'j ou Xlz, w, —J, de trouver 

Proposons- nous d'abord, connaissant y = yAz, -, w'U de trouver 
X = X(z, G), (ù')\ on a l'équation du /i'^'"^ degré (n^ 349) 

Les n valeurs de l'inconnue sont comprises dans la formule 

(19) x^iyz-^^p"^, 

dans laquelle p reçoit n valeurs entières consécutives. 
On voit, comme au n^ 372, que Téquation a des racines égales lorsque 

la quantité donnée 7 est égale à ±: i ou à ^t* Quand le nombre en- 
tier --^^ est pair, si j = i , l'équation admet la racine simple a? = i , 
et toutes les autres racines sont doubles; siy = 779 elle admet la racine 

07= T) et toutes les autres racines sont encore doubles. On en conclut 
k 

que les polynômes pairs $ et $1 satisfont aux deux identités 

(20) « ~ ^ a?Ç, = (1 - 07) G% « - ^ A-, :»:$,=. (1 - kx) H% 

8 S 

G et H étant des polynômes entiers du degré — ^^j et à celles qu'on en 



2 



déduit en remplaçant a? par — a?. Quand le nombre est impair, 

on a les deux identités 

(20') $ - ^ ^«, = (1 + or) G% 9'-^ktx(S,±=[i-h kx) H». 

8 8 

Pour résoudre l'équation (18), nous nous servirons de la fonction 

(21) A{z,(x)= ^ ^'''^y-^P^j' 
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qui, comme la fonction R(z, a, (3)^ satisfait aux relations 
Cette fonction admet les deux périodes 20), o)'; mais la fonction 

f(z) - [A{z)]% 

qui satisfait aux relations 

admet les périodes — 9 co'; elle a d'ailleurs les mêmes infinis que la 

fonction T^lz, -9 o)']» aux mêmes périodes, chacun au degré n. On a 
donc 

(22) /(2) = 0ru-h0r,X'^2, ^, 6)'V 

(Cl) V 

z, -» w') , le premier impair 

et du degré n, le second pair et du degré /t — 3 au plus. On en déduit 



p — n— I 



(23) êi{z,a)^ y aPl(z-^p^\==i^ 

A chaque racine a de l'équation binôme ot" := i correspond une équa- 
tion analogue a la précédente. D'après la formule (18) du n^ 354, 

l'équation qui se rapporte à la racine a := i a pour second membre 
2î^x(j8, -> «')• Si l'on ajoute membre à membre ces n équations, 

chacun des termes Xlz-^-p — U dans le premier membre de l'équa- 
tion résultante, aura son coefficient nul, excepté le terme X (2), dont le 
coefficient sera égal à /i, et l'on obtiendra la formule 



(.4) M^,".«')-f^x(./^,«')+i5;y/aiL + xx'(z.|,a>') 



qui renferme n— i radicaux. 
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Là méthode suivie au n^ 376 permet de calculer les polynômes Dïl 
et X. Si ToD développe chaque terme, la fonction Si{z) se compose 
de deux parties» Tune égale à une fraction rationnelle en X(z), l'autre 
égale au produit de yf{z) par une fraction rationnelle en X(2). Il 
en sera de même de la fonction f{z)= [^(-z)]"- De la dérivée de 

Texpression de llz, -9 a)M par une fraction rationnelle en X(2), on 

déduit X'(z) égale au produit de X'U, -| par une fraction rationnelle 

en X(jz); la seconde partie deviendra ainsi égale au produit de "klz, -\ 
par une fraction rationnelle en X(z), et l'on aura 



A -4- BX 



c ' 



A, B, G étant des polynômes entiers en X(j3). 
La fonction /{z) ne changeant pas quand on remplace z par 

z -h p—\ les fractions rationnelles tt' 7j "^^ changent, pas quand on 

remplace l{z) par l'une quelconque des valeurs de x données par la 
formule (19). On prendra, pour chacune de ces fractions, la moyenne 
arithmétique de ses valeurs quand on y remplace X(jz) successivement 
par les n racines de l'équation (18); cette moyenne arithmétique, étant 
une fonction symétrique des racines, s'ejcprime rationnellement à 
l'aide des coefficients de l'équation et, par conséquent, k l'aide de la 

quantité donnée 7 = X (z, - ) et des deux constantes k^ et X^ f " J . On 

arrive ainsi à la forme (22). 

381. On peut ramener à un seul les n — i radicaux que renferme 
la formule (24). Désignons par a une racine primitive de l'équation 
binôme a/' = i et par a'' une racine quelconque* La fonction 

(25) , ¥{z) ^ [a(z, a)l-^.a(z, «'), 

satisfaisant aux relations 

F(«-4-^)-:{~irF(z), F(3H-a)') = F(2), 
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admet, dans tous les cas, les deux périodes —9 co'; elle a les mêmes 

infinis que la fonction \lz, -) o'U aux mêmes périodes, chacun au 
degré /i — r -f- i ; on a donc 

P et Q étant des polynômes entiers en X Iz, - 1 • Quand r est pair, le 

premier polynôme est pair, le second impair; c'est le contraire qui a 
lieu quand r est impair. Il en résulte que le premier polynôme est du 
degré /i — r h- i , le second du degré /i — r — a au plus. On les calcu- 
, lera comme on a calculé les polynômes dit et SP^. On déduit de là 

P + Qv(z,l) 

Les /i — I radicaux se ramènent ainsi au radical a(j?, a), et la for- 
mule (M)» après la substitution, ne donne plus que les n valeurs de 
l'inconnue. 

382. La résolvante peut être mise sous la forme (n^ 173) 

Concevons que l'on réduise les n fractions au même dénominateur, 

et prenons pour dénominateur commun la fonction ^Iz, -9 o'V Le 
numérateur, ou la fonction holomorphe 

satisfaisant aux relations 
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^i l*on pose, comme précédemment, a = e ^ , est égal à la fonc- 
tion &, f 5 — a— ) -7 ck)'j» multipliée par un facteur constant (n® 150). 
On a donc 

5,lz — a — j -> 6) I e - 9t[z — a — 5-îwj 

(28) A(2, «}:=•«., —^^ ^ r=JU ^ ^- 



('•I-') i'-î-) 



On connaît ainsi les zéros de la fonction a{z, a); ils sont donnés 
par la formule z = a~4-/>--h qcù\ En faisant a = — 5 on trouve 



n * n ' a 



, ^' (°' "i' <"') . _ . ^- ("' V "') 



(29) X, — 7- ; : -^ , a-l> :_=—,- . . . 

* 5 a — j-jû)') ^ a — ,-5(k)') 

\ n n / \ n n J 

La résolvante a(js, a"') étant égale à — ^(— 2, a), les n^^'"" puis- 
sances des deux résolvantes S{,{z, a), ^(z, a~*) sont des quantités 

conjuguées Oît h — sit^Vlz, -j? Oît — — ac>X'(z, -)• Pour avoir Tex- 

pression de la seconde résolvante, il suffit de changer le signe du nombre 
entier a dans la formule (28); on en déduit 

«(!,,)*(», «-)=.V-i ' " I \ » » / , 

et par suite (n° 329} 

(30) ^(..«)^(z.«-) = (^y[v(., ^, .') -V(a^,^. 0.')]. 

Les radicaux conjugués se ramènent ainsi l'un à l'autre. 

Si l'on pose ait = (^)"3>^. • ^ = (^)"^" <»' =^(''ï' ^ **')' 
en élevant les deux membres de l'équation précédente à la n'^"' puis- 

75 
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sance» on obtient la relation 

(3i) xî - 0î,î(i - 70 (' - *-;r') ^ir^-p] )% 

qui a la même forme que la relation (17), et qui pourra servir dans le 
calcul des coefficients des polynômes OlVi et X| , à l'aide de la constante p « , 
que l'on regardera comme connue; à chaque valeur de p^ correspond 
un couple de polynômes. 



MultipUùation de la seconde période par un nombre impair. 

383. Le même raisonnement s'applique à la multiplication de la 
seconde période. En désignant par/ la quantité donnée \{z,tù,—\ 
et par x l'inconnue X(js, w, w'), on a l'équation du /i'^'"* degré (n** 351) 

(32) r^J?'-^'^$',::=0. 

Les valeurs de l'inconnue sont comprises dans la formule 

L'équation a des racines égales lorsque la quantité donnée j est égale 
à dz I ou à d= 77; quand j = 1 , elle admet la racine simple a; = i et 

toutes les autres racines sont doubles; quand y = ^-^ elle admet la 

racine simple a? = r et toutes les autres racines sont encore doubles. 

On en conclut que les polynômes ^ et ^^ satisfont, quel que soit le 
nombre impair /i, aux deux identités 

(33) $'_.êi^$'^^(i_-^)GS ^-^k,x9,.::z[i^kx)\i\ 



G et H étant des polynômes entiers en x du degré ^ 
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On résoudra Téquation (3a) k Taide de la fonction 



q-.n 



— I 



(34) 9i[z,^)r~. ^ jja/a + î^), 

q = o 

qui satisfait aux relations 

La fonction 

qui satisfait aux relations 

admet les périodes 2tù^ —9 et Ton a 

3lt' et X' étant des polynômes entiers en X f 2, «, ^ j > le premier impair 
et du degré n, le second pair et du degré n — 3 au plus. On en déduit 



q=.n—i 



(36) ^(z,(3)r-. y i^'fliz ~\^ q''^\ ^}^ d\L' A- ^ 'd^^ 



7=0 

et par suite 



( 37 ) 1{Z, r„, w' )r-:^> (z, 0), î^^ \-f- i V (/ DXl' -h - .X'X'f 2, r.>, ""^ ) . 

On calculera les polynômes UïC et x' comme les précédents. On peut 
de même réduire les n — i radicaux k un seul par la relation 

(38) .^(z, (î') -V^ •- Q'X'(z, -^ [^(z, P)]% 

[Sj^TP)? 

|3 étant une racine primitive de Téquiition binôme x" ~ \. 



^n 
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384. La résolvante peut être mise sous la forme 






A{i,p) 



V. O.lz + g^) 



Concevons que Ton réduise les fractions au même dénominateur, et 

prenons pour dénominateur commun ôlz, o), ^j*, le numérateur, ou 
la fonction holomorpbe 

satisfaisant aux relations 

(/ \ ni / , M w' \ 



si Ton pose /3 = c « , est égal à la fonction ôAz — b-^ w, —j» 
multipliée par un facteur constant. On a donc 

0, ( Z — 6--» 6), — ) . ..^, (z — i -* 6), — ) 
(39) ia(z,P) = ifi,~-A_^ '-rrifl.e w' —^ IW^' 

On connaît les zéros z r=i b - -h pca -hq^ de la fonction a(z, |3). En 
faisant z = — ^ on trouve 

e*, (o, û), — ) y, (o,w, — ) 
(4o) ,ft,^{^,)*J^_L — ?v, ^,,,^^(^,)* ' _v ?L/_. 



e 6 -<.&), — ) '^ 5 6 -<» û), — 1 

\ n n J \ n n I 



La résolvante .^(z, |3""') étant égale a — ,^(— s, P), les n'^'"''' puis- 
sances des deux résolvantes ^(z, ^), ^(z, j3~') sont des quantités 
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conjuguées Oît'-f -X'Xm 3, — J» OK*'—— x'XM^, — ]• On a d'ailleurs 

(40 ^(.,p,a(.,p-.,= (^')'[v(.,«,^)_x.(6^,«.^)], 

« 

et les radicaux conjugués se ramènent Tun à Vautre. Si l'on pose 
aiL'= (il^YoïC,. D^'= (^')'<- P^^^{'^jr "'ï)^ ^û obtient 
la relation 

analogue à la relation (3i), et qui pourra servir dans le calcul des 
coefficients des polynômes ait' et x' à Taide de la constante p2f que 
Ton regardera comme connue. A chaque valeur de p^ correspond un 
couple de polynômes. 

Les trois relations (17), (Si) et (4^) ont la même forme; chacune 
d'elles renferme le module de la fonction donnée; elles diflërent par 
la signification de la constante p, 

385. Remarque. -- Nous avons traité le problème de la division de 
l'argument par un nombre impair n^ en résolvant une équation du 
degré n*. On peut traiter la même question en résolvant-successivement 

deux équations du degré n. On donne j = X(/iz, o), (a') = \lz, -. —h 

cherchons d'abord /=X(z, -» wM ; c'est la multiplication de la seconde 
période par n (n® 383). On a à résoudre l'équation du n'^*"^ degré 



n— i n— I 

p=—r' P~-r- 






'n[--,T(;fe]-n['-*^''K''ï-l'^ 



La formule (37) devient 



(43 ) t = -^{y+l '^ÙVJ, + Oî.', ày). 
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Les polynômes tnL\ el x'^ en y. satisfont à la relation 

(44) DïL\^ - 3^;'(i -7^(1 - k'r') ^ir- pi )% 

Connaissant / = Xfz, -, w' j ? on cherchera ensuite x = X{z, w, tù') ; 

c*est la multiplication de la première période (n® 380). On a à résoudre 
une seconde équation du nf^'"^ degré 



n— 1 « I 



fi 



^^[-.-:(^)]-'^[-*•M^î)]-°■ 



La formule (a4) devient 

(45) x^^^it -+-27^11.. -+- X, A/ j. 

Les polynômes 01L| et ^4 en / satisfont à la relation 

(46) rfïL] ^^]{i^n{i^ k\ n ^ ('' - pî )% 

où p, — X (a~9 -9 w' j 5 cette dernière constante est une fraction ration- 
nelle de xia-'> (V), wM • D'après les formules du n® 349, les deux con- 
stantes k. et ^-sont des fonctions rationnelles de X( - ) • Ainsi toutes 

g y*/ 

les constantes qui entrent dans ces calculs s'expriment rationnelle- 
ment au moyen du module donné k et des deux constantes X [ - )> X [ ~ ) ; 

ceci est bien d'accord avec ce que nous avons dit au n** 376. 

Appliquons cette méthode au cas où n = 3. Les deux formules (43) 
et(4S) renferment chacune deux radicaux conjugués, qui se ramènent 
immédiatement l'un à l'autre, en vertu des relations (3o) et (4ï)î o" 
a donc 



X 
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Le calcul des polynômes n'offre aucun» difficulté. L'identification des 
deux membres de l'équation (44) ou (46) donne 

On peut supposer a = b = i, d'où pa = ^(5)» Pi ^^(y' |)' 



Calcul de X 



{t) 



386. Les formules précédentes renferment rationnellement le mo- 
dule ^ et les constantes X'("j» X^(~)-, ces dernières quantités sont 

deux des racines de l'équation P| =0, à laquelle se réduit l'équa- 
tion (x), quand on y fait j = o» et qu'après avoir supprimé la solu- 
tion a? = o on regarde x^ comme l'inconnue. Nous savons former le 

polynôme pair Pj du degré — ^^ par rapport à x^ ; les coefficients sont 

des polynômes entiers en A", qui ont eux-mêmes pour coefficients des 
nombres entiers. Nous nous bornerons, dans l'étude de cette équation, 
au cas où le nombre impair n est premier et nous poserons n = aiw -1- x . 
Nous supposerons en outre le multiplicateur g égal à l'unité. 

Les racines de l'équation F, = o, qui est du degré 7n(/i 4- i), sont 

représentées par la formule a;- = X^ (/? ~ -h q^y dans laquelle/) et q 

désignent deux nombres entiers quelconques. On peut remplacer les 
nombres p et g par leurs résidus relatifs au diviseur n, et prendre 
ces résidus positifs ou négatifs, de manière que leurs valeurs absolues 
soient inférieures ou égales à m; d'ailleurs on peut supposer l'un d'eux 
positif. Nous obtiendrons donc toutes les racines en combinant avec 
çr = o les m valeurs positives 1 , 2, . . . , m de /?, et avec les m valeurs po- 
sitives X| 2,..., m de 9 les n valeurs consécutives o, ±: 1 =1= 2,.. . , ±: /w 

de/). Les m premières racines soÉit comprises dans la formule X*(/)— j • 
Lesmn suivantes peuvent être représentées par la formule X'- 1 q - — ^-^ j > 
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daDS laquelle t reçoit n valeuns entières consécutives; car les n mul- 
tiples consécutifs du nombre 2q premier avec n donnent pour résidus 
par rapport à /i les /i nombres o, db i, =b a,..., ±:m; de cette ma- 
nière, nous disposerons les m(/i -4- 1) racines en n -+- 1 suites, compre- 
nant chacune m racines. Les racines de la première suite sont données 

par la formule X^ ip - j» dans laquelle p varie de 1 à m; celles d'une 

P 1 1 dans laquelle t est un nombre 

constant et p varie de i à //i. Désignons, en général, par c Tune des 
n -h I quantités ~> ; les m racines d'une suite quelconque seront 

(47) X»(€)» X«(2e), X'(3e),..., X»(m6). 

Remarquons que, si Ton remplace e par ac, a étant un nombre entier 
premier avec n, ces m racines se reproduisent dans un autre ordre. 

387. Cela posé, appelons £, une fonction symétrique et rationnelle 
des m quantités de la suite (47)» et concevons que dans cette fonction 
on remplace les quantités X*( 2 e), X^(3g),..., ^.^{me) parleurs expres- 
sions rationnelles à l'aide de k^ et de X^(€), d'après les formules rela- 
tives a la multiplication de l'argument, § sera une fonction rationnelle 
de k^ et de X*(6), que nous désignerons par F[X^(6)]. Supposons que, 
dans l'expression de la fonction §, on remplace £ par as, a étant un 
nombre entier, positif, inférieur ou égal km; comme nous venons de le 
remarquer, les m quantités de la suite (47) se permutent, et, par con- 
séquent, la fonction symétrique ^ de ces m quantités conserve la même 
valeur; on aura donc 

Ainsi, la fonction Y{x^) jouit de cette propriété de conserver la même 
valeur, quand on y remplace a^^ par l'une quelconque des m racines 
d'une même suite. La fonction ^ est donc égale à la moyenne arithmé- 
tique des valeurs de la fonction F, portant successivement sur les m ra- 
cines de la suite, et l'on a ^ 



^=i2^t^'«^*)^ 



p=i 
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La quantité s ayant n + i valeurs différentes, la fonction ^ a elle- 
même n + I valeurs différenteSi une pour chaque suite. La somme de 

ces » -f- 1 valeurs de |, savoir — 22F(a?^), est une fonction symétrique 

et rationnelle des m[n + i) racines de l'équation P, = o; elle s'expri- 
mera donc rationnellement au moyen des coefficients de cette équation, 
c'est-à-dire au moyen de k^. 

Toute autre fonction symétrique et rationnelle des m quantités de la 
suite (47) jouira des mêmes propriétés; elle aura n + t valeurs, dont 
la somme s'exprimera rationnellement au moyen de k'\ Telles sont les 

fonctions §^,|' On en conclut que les coefficients A,,A2«".f 

A«4-i de l'équation 

(48) l"^' -+- A,^- -h AtÇ"-' H- , . . . , -f- A„+, — o, 

du degré n + i, qui admet pour racines les n + i valeurs de §, sont 
des fonctions rationnelles de k^. 

Une autre fonction symétrique et rationnelle in des quantités de la 
suite (47) satisfera à une équation analogue a la précédente ; mais, comme 
à chaque système de valeurs de k^ et de | correspond une seule valeur 
de 17, on conclut, d'après un raisonnement pareil à celui du n^ 182, 
que 1Q s'exprimera rationnellement au moyen de k^ et de |. 

388. Considérons maintenant l'équation 

(49) «- - B, w ' -4- Biii* ' — ,..., =h B„, 1= o 

du degré m, dont les racines sont les m quantités de la suite (47)- 
D'après ce que nous venons de dire, les coefficients 61,62,..., B,„ de 
l'équation, étant des fonctions symétriques et rationnelles de ces quan- 
tités, s'expriment rationnellement au moyen de k^ et de Ç. 

Cette dernière équation peut être résolue par la méthode d'Abel. 
Appelons, en effet, a une racine de l'équation binôme â;''' = i, et r un 
nombre entier, inférieur à n, et qui soit racine primitive de ce nombre 
premier n. Puisque r""* ou r^'" donne le résidu 1 par rapport au divi- 
seur n, 7^ donnera le résidu — i ; il en résulte que les puissances 
r^, r*, r^,..., /"*'* donnent pour résidus les m premiers nombres 

76 
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I, 2,..., m, affectés chacun de Tun des signes h- ou — ; d*après cela, 
les m quantités de la suite (47) seront représentées par la formule 
x^ = \^[fi), dans laquelle on attribue à l'exposant s les m valeurs 
o, I, 2,..., m — I. 
La fonction 



s=^tn — \ 



(5o) S^[z,aL)^ V a*X'(r'£) 



5 = 



satisfaisant à la relation 

^(re)=rra--'^(e), 

la fonction /(e) = [^(ê)]'" satisfait à la relation 

/{re)=/(e). 

Si Ton remplace les quantités y?{fi) par leurs expressions rationnelles 
au moyen de h^ et de X^fe), comme nous ayons fait précédemment, la 
fonction ^(e) deviendra une fonction rationnelle de ** etdeX^(€): il en 
sera de même de la fonction/(e); nous désignerons cette dernière fonc- 
tion, ainsi transformée, par vj; [X* (g) ] . A cause de la relation/(r'£) =/(£), 
la fonction ^ conserve la même valeur quand on y remplace la racine 
X*(6) par une autre racine quelconque X^^r'e) de la suite (47). La fonc- 
tion/(£) est donc égale a la moyenne arithmétique des valeurs de la 
fonction ^ portant successivement sur les m racines de la suite, et l'on a 



S=:m — I 



/(o=^5i +[^'(''')]- 



^ = 



Le second membre, étant une fonction symétrique des racines de l'é- 
quation (49)f s'exprimera rationnellement au moyen des coefficients 
de cçtte équation : ce sera donc une fonction rationnelle M de k^ et de |. 
On en déduit 



g—m—t 



(5i) A{e,«)= S «'5l'(r'e) = 7M. 



s=o 



A chaque racine de l'équation binôme x'" = i correspond une équa- 
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lioD analogue à la précédente. Le second membre de Téquation qui se 
rapporte à la racine a=i est égal à la somme des racines de l'équa- 
tion (49)9 c'est-à-dire à B|. En ajoutant membre à membre les 
m équations ainsi obtenues, on arrive à la formule 

qui renferme m — 1 radicaux. 

On ramène ces radicaux à un seul en observant que, si a est une 
racine primitive de Téquation binôme af^ = 1^ l'expression 

^(e, cr)— *Jl{6, a*) 

est une fonction symétrique des racines de l'équation (49) et, par 
conséquent, une fonction rationnelle de P et de Ç. 

Ainsi, la résolution de l'équation P, = o du degré /w (n 4- 1 ), par 
rapport à l'inconnue x^^ est ramenée à la résolution d'une équation (48) 
du degré n -h 1 par rapport à une inconnue auxiliaire ^, de telle sorte 
que les valeurs de x^ s'expriment par des radicaux à l'aide des 
n H- I valeurs de S. 

389. Étant donnée une fonction elliptique X(2, k)^ dont le multipli- 
cateur est égal à l'unité, nous avons vu (n°363) que la division par 
un nombre impair et premier n de l'une quelconque des périodes 
définies par les relations (40 ^^ ^^ ^^^ donne n + i fonctions diffé- 
rentes, savoir: la fonction X (2, ~> wj et les /i fonctions X(z, w, ~\y 

t recevant n valeurs entières consécutives. Si l'on désigne, comme pré- 
cédemment, par e l'une des /i -+- T quantités -> — '- > on déter- 
minera le module k^ et le multiplicateur g^ de ces diverses fonctions 
par les formules 

(53) ^^^.jj-_^_, g.-±ii ,-mp,) » 

établies aux n^^ 349 et 351. Le carré k\ du module ^1, étant une fonc- 

,6. 
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lion symétrique et rationnelle des m quantités de la suite (47) et ayant 
n -h i valeurs, satisfait à une équation du degré n + i, dont les coef- 
ficients sont des fonctions rationnelles de k^. On pourra s*en servir 
comme d'une inconnue auxiliaire pour résoudre l'équation (49)- Le 
multiplicateur g^ , qui est aussi égal à une fonction symétrique et 
rationnelle des quantités de la suite (47)f s'exprimera rationnellement 
au moyen de h} et k\. Les polynômes $ et $<, Ç'etî^^, entiers par rap- 
port à la fonction donnée X(jz, ^), et à l'aide desquels on obtient les 

fonctions Xfjz, — > «'U X rz, o, ^- ^U ont pour coefficients des 

fonctions symétriques et rationnelles des mêmes quantités; ces coeffi- 
cients s'exprimeront rationnellement au moyen de k^ et k^. 
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390. Dans le Chapitre I du Livre VI, nous nous sommes proposé, 
étant donné un polynôme Y du quatrième degré en y, de trouver une 

fonction rationnelle j^ de Xy telle que Texpression différentielle -^ se 

transforme en une autre — -^ X étant un polynôme du quatrième degré 

en X9 et nous avons examiné spécialement les transformations qui 
donnent au nouveau polynôme X la forme canonique (i — o?^) (i — k^x^). 
Supposons maintenant que les polynômes X et Y aient tous deux la 
forme canonique, et considérons l'équation différentielle 

(,) ^-^ - ^^ 



Si Ton y joint la condition initiale y = yo pour a? = o, celle équation 
définit une fonction j" de x. On donne le module k\ lorsque les deux 
quantités g^ et k^ sont prises arbitrairement, la fonction y Aq x est, en 
général, transcendante. Âbel s'est proposé de rechercher dans quels 
cas j^ est une fonction algébrique de x, et de la déterminer [Œuvres 
complètes) . 
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Désignons» pour abréger, par tix le second radical, par A« j le pre- 
mier, et posons 



Z - 

d'oà 






nous aurons 

(a) jr — X(^, 1, Âr), /— X{a -h a, gri» *",), 

Soit {2(ùf 0)') un couple de périodes elliptiques de la fonction x, 
dont le module est k et le multiplicateur égal à Tunité, (20)4, (ù\) un 
couple de périodes elliptiques de la fonction j", dont le module est ^1 
et le multiplicateur g^, A une valeur de x correspondent les deux 
séries de valeurs de z représentées par les formules z -4- 2m o -1- m'cù\ 
cù — z-h 2/n« •+- m'w', où m et m' sont des nombres entiers quelconques; 
pour qu'à ces valeurs correspondent un nombre fini de valeurs dey, il 
est nécessaire que certains multiples de 20» et de co' soient respective- 
ment égaux a des sommes de multiples de 2r.>| et de co^, et, par consé- 
quent, que les réseaux construits sur les deux couples de périodes aient 
un réseau de sommets communs (n^ 175). On doit donc avoir entre 
ces deux couples de périodes des relations de la forme 

aQ :-2aûj --h ftw' '-= aa, «1 -}- 6,0)',, 

a, b,. .. étant des nombres entiers, et 2(1, Q' les périodes d*un réseau 
formé de tous les sommets communs. Nous avons vu (n^ 177) que, 
réciproquement, lorsque ces conditions sont remplies, les variables x 
et y sont liées par une équation algébrique du degré 2N1 par rapport 
à a; et du degré 2N par rapport a 7, N et N, étant les déterminants 
=b [ab'^ ba!)^ ±: (a, b\ — b^ a\). Les coefficients de i dans les deux 

rapports ^> — étant positifs, les deux déterminants ont le même 

signe; on peut les supposer positifs. 
Nous avons démontré {u? 176) que, lorsque deux réseaux (20), w'). 
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(acoi, (ù\) admettent ua réseau de sommets communs, il existe un 
réseau (2s, £') auquel appartiennent tous les sommets des deux réseaux 
proposés, de sorte que l'on a 

^)' ~- a/;'e -i- fl'e', &>', -= 2/?', t 4 q\ e', 

PfÇf... étant des nombres entiers, et, quand la maille de ce réseau {az, s') 
est la plus grande possible, les déterminants pg' — gp\ Piq\ — qip\ 
sont égaux respectivement à N< et à N. En vertu du théorème du n" 179, 

la relation qui existe entre les deux fonctions psgres X f - -1- js, g, A ? 

X( - H- 2, 0), &)'] est du premier degré par rapport à la première et du 

degré N| par rapport à la seconde; il en résulte que la fonction 

u = X ( ^ ^ " -i- Zy î, e' j est égale à une fraction rationnelle du degré N, 

par rapport à la fonction x = l{z, oj, (»'). De même, la fonction 

ç = Xf ^"~^' H- js -f- a, s, g'] est égale à une fraction rationnelle du 

degré N par rapport à la fonction y= ^{z -h a, w^, «J. Désignons 
par ^2 6t g's 1^ module et le multiplicateur de la fonction X(z, £, e') ; si 

1 on pose Ç = h 2, a =rr h «, on a 

a — X(Ç, g, e'), t'=:-X(Ç + «',£,£'), 

d'où 

en appelant À la constante X(a', £, £'). Telle est la forme sous laquelle on 
peut mettre la relation algébrique qui existe entre x et y; le premier 
membre est une fonction rationnelle de/, le second membre une fonc- 
tion rationnelle de x et d'un radical carré portant sur un polynôme 
entier en x. Le problème d'Abel revient ainsi à la recherche des fonc- 
tions rationnelles u de â? et (^ de /, satisfaisant aux équations diffé- 
rentielles 

du dx dif dr 
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Dans la première équation, on donne k^ et il faut déterminer g^^, k^ et 
la fonction u de a;; dans la seconde, g^ et k^ étant connus, il faut déter- 
miner ^i, ^4 et la fonction v de j. 

391. Ordinairement, on donne le nom de transformation à la résolu- 
lion de cette question particulière : trouver une fonction rationnelle j 
de X qui satisfasse à l'équation différentielle 

(0 '^^ ''-^ 



ff.V^-r')('-frîr'l V'(i-a:')(i-*'x») 

dans laquelle le module k est connu, et les deux constantes g^ et k^ 
inconnues. Jacobi a donné, en même temps qu*Abel, la solution de ce 
problème [Fundamenta nova). 

En désignant par a une constante, nous avons vu que x ti y sont 
des fonctions elliptiques d'une même variable auxiliaire 2, 

(2) xrrzX(^, i,/r), 7=X(z + a,/f„/r,), 

et nous avons appelé (so), a>') un couple de périodes elliptiques de la 
première, (aci>|, co'J un couple de périodes elliptiques de la seconde. 
Pour que l'équation entre x ti y soit du premier degré par rapport 
à^, il est nécessaire, d'abord, que le nombre N soit égal à i et, par 
conséquent, que les deux réseaux (aco, o)'), (2Û, Q!) coïncident; on 
doit donc avoir 

(4) 2W ::=: 2aWi -4- ftw',, 0)' =^ 2^«'tili-f- b'(ù^. 

Â une valeur de x correspondent deux valeurs 2 et co — 2 de la va- 
riable 2; il faut que les deux valeurs correspondantes de y^ savoir : 

X(2 -h a, o)i, û)',), X[(k)-+- 2a — (z -4- a), Wi, w',], 

soient égales, ce qui exige que la constante a soit de la forme 



6>i , û)' 6)' 



(5) a — — (a — i) b~^ -+-/?w, H-ç — > 

p elq étant des nombres entiers. Quand ces conditions sont remplies, 
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y est égal à une fonction rationnelle de x\ le déterminant positif 
/i = ay— ha' indique le degré des polynômes entiers qui composent 
la fraction, ou du moins le degré de celui des deux polynômes qui est 
du degré le plus élevé; c'est ce qu'on appelle le degré de la transfor- 
mation. 

* 392. Nous ferons d'abord quelques remarques qui abrégeront la 
discussion : 

i^ L'équation différentielle renferme les modules k et k^ seulement au 
carré; par conséquent, si, dans une solution du problème de la trans- 
formation, on remplace^ par — A: ou A, par —k^^ on obtient une autre 
solution de la même équation différentielle. 

a^ L'équation différentielle n« change pas quand on y remplace x 
par — a? ou y par — y, et en même temps g^ par — g^ le module k^ 
restant le même. Elle ne change pas non plus lorsqu'on remplace x 

par 7— ou j^ par t — ^ et g^ par =±= ^i» le module k^ restant encore le 

même. Si donc on opère' l'une de ces substitutions dans une des so- 
lutions du problème de la transformation, on aura une autre solution 
de la même équation différentielle. 

3^ Les diverses valeurs du module cherché ^i, qui, dans les trans- 
formations du même degré, correspondent à une même valeur de k, 
sont réciproques deux à deux; car, si une fonction rationnelle y àe x 
satisfait à l'équation (i), la fonction ^' = *^ 7 du même degré satisfait 
à l'équation différentielle de même forme 

(6) "^^^ _ dx 



ff.A-.0i-r")(^-^r") 



V/(i — ar')(i — A'o:^) 



dans laquelle le nouveau module est 7- et le nouveau multiplicateur 
^4 A:,; c'est une autre solution du problème de la transformation. 

x' 

De même, si l'on pose x = -r' l'équation (r) devient 

dy dx' 



(7) 



f v'i'-j^'Hi-^îr'l 1/(1-^") (i - ix") 



77 
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D'après cela, si l'on considère les transformations relatives aux équa- 
tions (i) et (7), dans lesquelles le module donné a des valeurs réci- 
proques, les valeurs du module cherché k^ seront les mêmes; mais il est 
clair que, si, dans les solutions de la première équation, on remplace 

simplement k par r) on obtient celles de la seconde; comme on revient 

de celle-ci à la première en remplaçant x' par kx^ il en résujte que, 

si, dans une solution de l'équation (i), on remplace ^ par r et â? par ^o?, 

on obtient une autre solution de la même équation. 

393. Nous distinguerons plusieurs cas dans le problème de la trans- 
formation, suivant que les nombres entiers a et b sont pairs ou 
impairs. 

Premier cas : a impair, b pair. — Les valeurs de a sont de la forme 

/>'&)< H- 5^'— 5 elles se réduisent aux quatre valeurs o, w,, — > w< h — -\ 

les deux premières donnent des fonctions y égales et de signes con- 

traires, et de même les deux dernières; aux deux valeurs « = 0, a= — 

2 

correspondent des fonctions qui se déduisent l'une de l'autre par la 

substitution -r—^ le module k^ restant le même; on pourra donc se 

borner a l'hypothèse ûc = o. Quand on aura trouvé les transformations 
qui s'y rapportent, on en déduira les autres par les substitutions --y 

et ± ^. 

h\y 

Deuxième cas : a pair, b impair. — Les valeurs de a sont de la 

forme (a/?'-M)— -h (ay'-f-i)^; elles se réduisent aux quatre va- 

2 4 

leurs d= — i ±: -7^; il suffira de chercher les transformations fournies 
2 4 

par l'hypothèse « = — + --; les autres s'en déduiront par les substi- 
tutions - j, =L ' . ' 

Troisième cas : a et 6 impairs. — Les valeurs de a sont de la forme 
/>'«, -f- (2y'-+- 1) Y*, il suffira de considérer l'hypothèse a = ^^^ Mais 
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nous remarquons que ce troisième cas donne les mêmes transforma- 
tions que le précédent; car, si Ton met les relations (4) sous la forme 

le nouvau coefficient a— b devient pair; les fonctions de transforma- 
tion X(z, w<, o'j), X(jz, i),, 2a)| 4- w'J sont égales et ont des modules 
égaux et de signes contraires. 

Quatrième cas : a et b pairs. -— Les valeurs de a sont de la forme 

(2/>'h- i)— î -h jr'— ^5 elles se réduisent aux quatre valeurs ±. ^> 

-^ Y "* — "'^^ suffira de considérer Thypothëse a = — • 



Transformations du premier degré. 

394. Nous nous occuperons d'abord des transformations du premier 
degré, ce qui revient à supposer ab'— ba! =^ i. Le quatrième cas ne 
se présentant pas et le troisième rentrant dans le deuxième, il suffit 
d'examiner les deux premiers. 

Premier cas : a impair, b pair, a ~ o. — Le nombre V est impair. 
Soient a = 2a, 4-1, fe = 26,, 6'= 26'^ +- i; les relations (4) de- 
viennent 

û)=z (2a, -h i)»i -H fti &)',, us! ^^ oafiùx 4-(2 6', -h i)w', . " 

Les deux fonctions^ ==^(2» «1» «1)» ^= ^(^» w> w')» ayant les mêmes 
zéros et les mêmes infinis, sont dans un rapport constant. 

\^ 6^ = aéo» — En faisant z ~ -1 on trouve que ce rapport est égal 

a d= 1; en faisant z == ^ — —^ on trouve k^ — ±k\ on a ainsi la pre- 
mière transformation 

(a) kx~k, gx"iy y -X, 

à laquelle nous joindrons celle que l'on en déduit par la substitution 

— j', savoir : A, = A:, g^, = — i , j= — a?. La substitution -j— donne la 
transformation corrélative 

(a') A-, =/r, gi^^ii, y = '^^ 

77* 
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à laquelle nous joindrons de même celle qui s'en déduit par la substi- 
tution — 7, savoir: *i = *, g^, = ± i, y = — ^-• 

2<» i, = 262 -H 1 . — En faisant z = - — —, on trouve que le rapport- 

. est égal à =t= A; en faisant ensuite 2 = -> on trouve kt = dz p on a 
ainsi la seconde transformation 



(h) *^«— 7:' gi — f^» r=ff^'> 



et la corrélative 



I . . I 



et celles que l'on en déduit par la substitution — y. 

Deuxième cas : a pair, impair, a = — ^ T' ~" Soit j = ^ ; 
en faisant 5 — o, on a a? = o, j'= X( — -i- ^-^ ^,, *,j = — (n^^SeS), 

et par suite A = --:r=. Le nombre a' est impair, mais b' est pair ou 

impair. 

i** 6' pair. — Soient a= aa,, b =^ ab^ 4-1, a'= 2a, h- i, 6'= 26',. 

Si Ton remplace z par z 4- ~j a? se change en -tt-j 7 en — j, et l'on 

a l'identité 

. B B A. 

d'où l'on déduit C- = ^, B = — AC, et la fonction de transformation 

devient 

1 I — Cx 

Supposons d*abord que les trois nombres a,, a\, ^'^ soient pairs; à 
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cause de la relation ab'—ba'-=^i, le nombre 6« sera impair. Pour 



2 := -> on a 



et par suite 

Faisons maintenant ^ — - ~ — ^ -h z', z' ayant une valeur très- 
petite» et développons en séries suivant les puissances de z'\ en négli- 
geant les puissances supérieures à la première, nous aurons (n^ 365) 

. /w w' A I . iV(i — A") 

et par suite 

rr( ^ \ / ^ C(i-Ar) . ; 



rideDtification donne 






On obtient ainsi la transformation 



('•) *'=(,7T7^j* ^.^--(.+v^i. r=;-r7^rwT 

Les autres combinaisons de nombres entiers se ramènent à la précé* 
dente, à Taide des transformations du premier cas. Considérons les 

fonctions 7i = ^i (^ + ~^ + ■^"j » Ja = ^2 (^ + ^ -+- x) ' ^"^ corres- 
pondent aux deux couples de périodes définies par les formules 

2W| ::^ 1lb'(ù—b(ù\ 2 0)^ :::= 26', W — 6| &)', 

w', -- — 2rt'û)*-f- ao)', w'a = — 20*4 û) -h a, w', 

dans lesquelles les nombres homologues a et a,, 6 et 6|, a' et a\. 
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V et b\ sont en même temps pairs ou impairs. La quantité 

û), — M, 6)' — w', (a' — d. b' — 6' \ 1 a — ax b — 6,\ w' 



m\ - r,s\ _ l a'-d, _ b'--b\ \ _ f a-ay __ b-b\ 

w' . ..11/1 &> 



2 



est de la forme pw -f- y — ? et par suite de la forme p^ o. 4- q^ -i pt y, 

2 2 

p<, yi étant des nombres entiers. Si l'on pose z = ^ — ->- -f- js', on 

aura donc 

L'expression de y^ en fonction de /« rentre ainsi dans le premier cas 
de la transformation. 

En faisant subir a la fonction [c) la transformation {b)^ on obtient 
la nouvelle fonction 



(d) *, r^ 






dont le module est réciproque du précédent. Par la substitution t— > 
on en déduit les transformations corrélatives 

(^^ **•"=( A^ r gr.:-dz-(i + v/A-j, r = ^ 7=» 

\i-^s/kj 2 .\ — sJk\ — x>lk 

^^'^ "^'=(,737^)' gr.=±i(.-^). r=7:^7r^- 

On a» en outre, les quatre fonctions qui se déduisent des précédentes 
par la substitution —y. 

^^ hf impair. — Ce cas se ramène au précédent. Si, dans une solu- 
tion du problème de la transformation, on remplace k par -—k^ il est 
clair que l'on obtient une autre solution de la même équation diffé- 
rentielle. Ceci revient à remplacer X(j3, w, ûj') par la fonction égale 
\{z^ w, i(ù -H w'), qui a un module égal à celui de la première et de 
signe contraire; mais, si les nombres h et h' sont impairs, dans les 
relations (4) mises sous la forme 

2« = 2a Wi -+- 6ek)', , 2 « + û>' == 2 ( cl 4- a' ) w, -h ( 6 -h 6' ) w'i , 
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le nouveau coefficient b -h b' est pair. Ainsi les solutions qui se rap- 
portent au cas actuel se déduisent des précédentes par le changement 
de ^ en — k; on obtient de la sorte les deux nouvelles transformations 



-\-i\lk 



\i H- 1 v/Âr/ ^ i — isjki-^ 

/r\ I fi-^i\lk\' , // . ,7-2 i — iJîf I — 

\i — I v«*/ ^ I 4-1 v/r I -4- 



xyjk 






■=> 



X sjk 



qui se rapportent à deux modules réciproques, et les deux corrélatives 

/ / X / / ' — ' 'J^^\ ^ h • /T \2 i~hiJki-h ix sJTc 

<^^ ^''^( ^ /T r ^'="=*=i('^'V^'^)' r^ rT-^ r-V' 

\i4-iV"/ l'-isjk i — ix sjk 



i — i\fk i-^ixyjk 



i-^-isjk I — ï JC y'/f 

et, en outre, celles qui s'en déduisent par la substitution —y. 



Transformations d*un degré impair. 

395. Nous avons vu déjà (n^ 393) que le troisième cas rentre dans 
le second. Une transformation du premier degré ramène le second cas 
au premier. Si l'on considère, en effet, la fonction m = X(z, wj, Wj), 
relative au couple des périodes ac^a = w,, w'j = — 20)1 équivalent au 
couple 2 0),, cj'j, on remarque que la fonction ^ = X(2 -h a, w,, co'J est 
égale à une fonction rationnelle de u du premier degré; en appelantes 
et g^ le module et le multiplicateur de la fonction u^ on a, d'après la 
formule [c) du numéro précédent, 

Mais les relations (4) deviennent 
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le premier coefficient étant actuellement impair, le second pair, l'ex- 
pression de u par une fraction rationnelle en œ rentre dans le premier 
cas de la transformation. 

Ce premier cas se subdivise en deux, suivant que b est de la forme 4^i 
ou 4^f + a> On ramène le second cas au premier par une autre trans- 
formation du premier degré. Considérons, en effet, la fonction 
M = X («, «a» w'j), relative au couple des périodes awj = awi -4- 2(ù\ , 
Cl), = (ù\ équivalent au couple :2ci)4, o'^, et désignons par k2 et g^ son 
module et son multiplicateur; on a, d'après la formule (b). 

Les relations (4) deviennent 

20) = aaoDa H- (A — 2a)ûj',, (ù'=. 2a'wj4- [b' — 2a')(ù\; 

le second coefficient est maintenant de la forme 4^i- Ainsi les trans- 
formations fournies par les valeurs de b de la forme 4^1 + 2 présentent 
des modules réciproques de ceux qui se rapportent aux transformations 
fournies par les valeurs de b de la forme 4^1* 

396. Étudions d'abord les transformations d'un degré impair n. Le 
quatrième cas ne se présentant pas, il suffit, d'après ce que nous venons 
de dire, de supposer a = 2a, -f-i, 6 ~ 4^i> a = o, ce qui réduit les 
relations (4) à 

(8) (ù = (2«, -f- i)<j), + 26, &)',, w'r= 2«'&), -f- b'(ù\; 

les quatre nombres entiers qu'elles renferment ne sont assujettis qu'à 
la condition 

(9) (2«, 4- 1)6'— 4^1 ^'~ '*• 

Considérons tous les systèmes de nombres entiers dans lesquels les 
deux nombres 2^4 + i et &« admettent un même plus grand commun 
diviseur n\ qui sera nécessairement un diviseur de n; posons n = nV, 
3a|-i-i==:/i'(2a2 4- 1), &, = w'6a; hi première des relations (8) devient 

w . , -, 

— ==:{2ai -f- IJOJ, -h 2fr,û)., 
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et la coaditioD (9) se réduit à 

Les nombres 203 + ' et 4*2 étant premiers entre eux, on peut déter- 
miner deux nombres a" et 26" -f- 1 satisfaisant à la relation 

(n) (2a, hi)(26"-4- 1) — 4*,a" --: I. 

Si Ton pose 

«"^aa^^w, -+-(2 A" 4- i)û>)',, 

on voit que le couple des périodes (0)4, o'J est équivalent au couple 

(—.y w"j, que les fonctions X(2, wi, ci)'J,X(«, ~? co"j,qui ont mêmes 

zéros et mêmes infinis, sont égales, ou égales et de signes contraires, 
et que leurs modules sont égaux, ou égaux et de signes conlraires. Des 
relations (10) et (11) on déduit 

t étant un nombre entier. En remplaçant a" et 26"-!- 1 par leurs valeurs 
tirées de ces dernières relations, on trouve 

, w -f- 2 / -7 

6)"^ -- -f- 2t— — 



n" n n" 



et Ton arrive à la formule 



(«3) y=l\z,--jy 



, « n" 



pareille à celle du n^ 361 «Mais, ici, la lettre désigne un nombre entier 
quelconque; car, quel que soit ^, en prenant arbitrairement les deux 
nombres na^ -hi et 62 premiers entre eux, on déterminera les deux 
nombres 26' -ri et a" par réquatiqn (11), puis les deux nombres a' 
et V par les équations (12); l'équation (10) en résulte, et par suite 
Téquation (9). Ainsi, lorsque n est impair, les fonctions représentées 

78» 
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par la formule (i3)^ et celles qu'on en déduit par des transformations 
du premier degré, donnent toutes les transformations rationnelles du 
degré n. 

397. Nous avons vu, au n"^ 363, que les fonctions données par la for- 
mule (j3) pour n" valeurs consécutives de /sont, non-seulement diffé- 
rentes, mais encore que deux d'entre elles ne peuvent être dans un 
rapport constant; nous avons vu aussi qu'il en est de même pour celles 
qui sont fournies par deux modes de division différents du nombre n. 
On en conclut que le nombre des transformations du degré n, du 
genre de celles que nous cherchons maintenant, est égal à la somme 
des diviseurs de n. 

Nous les partagerons en deux classes : celles qui sont données par 
les valeurs de t qui n'ont pas de diviseur commun avec n! et n", et 
celles qui correspondent aux combinaisons dans lesquelles les trois 
nombres n\ n'\ t admettent un plus grand commun diviseur. D'a- 
prës ce que nous avons dit au n^ 362, les premières sont égales à 

ztX fjs, —, (ù\] ou à ±\(zy 0),,— j -, elles proviennent de la division 

par n de l'une des périodes des couples (aw,, w'J définis par les for- 
mules (4i) du n^360. Considérons maintenant les combinaisons dans 
lesquelles le plus grand commun diviseur des trois nombres n\ n'\ t 
est égal à A, et soient n!= hri^ , n"= hn\ , n = h^n^, t=^ht^\ on obtien- 
dra les fonctions correspondantes 




' yi< 



0) n 



A/i" 



(ù 



— 'k\ hz, — î 
n. 




en divisant par /2| Tune des périodes des couples (20)4, a>'J et multi- 
pliant ensuite l'argument par h. Cette deuxième classe ne se présente 
pas lorsque les exposants des facteurs premiers du nombre n sont tous 
égaux à l'unité. 

Lorsque le module donné k est fini et différent de zéro, les deux pé- 
riodes particulières 2co, o)', déterminées par des intégrales définies 
(n*'221), ont des valeurs finies différentes de zéro, et leur rapport 
est imaginaire; il en est de même des deux périodes de chacune des 
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fonctions représentées par la formule (i3), et, par conséquent, ces 
fonctions ont toutes des modules et des multiplicateurs finis et diffé- 
rents de zéro. 

398. Nous ferons encore remarquer que les carrés des modules de 
deux des fonctions représentées par la formule (i3) ne peuvent être 
égaux ou réciproques, quel que soit le module donné k. Cherchons 
d'abord la condition pour que deux fonctions elliptiques 

aient leurs modules égaux, ou égaux et de signes contraires. Si l'on 
avait ^, = ± A, les deux fonctions 

(i4) i[z,cù,c>,') = Mgz,k), M-^, ^«..Ç«;)=.Mff^.*.). 

s s 

seraient égales, et leurs périodes satisferaient k des relations de la 
forme 

(i5) ^ w, — (4a -h \)(ù -¥- ikbùi\ ^ fii\ = ia*(ù H- (4*' -H i)»', 

avec la condition (4a -M)(4t'-M)~* 4&«'=^ »• En désignant par p et p, 
les rapports — ? — ? on aurait 



{x^\ ^ aa^4-(4fc^-f i)p 

Cette condition est suffisante; car, lorsqu'elle est remplie, on peut 
déterminer la quantité ^9 de manière que les équations (i5) soient 

vérifiées; les deux fonctions (i4) sont égales, et l'on a A'4 = =b k. 

Si l'on avait ^, = =b t> puisque la fonction X(-z, tù^ — &>', , w'J est 

égale à X [ ^f ^f z, T- ) ) la fonction 

78. 
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serait égale h la première des fonctions (i4)f et Ton arriverait h la con- 
dition 

' ' — Pi (4« -4- I j-l- 26p 

Considérons maintenant deux des fonctions (i3), savoir 

/ 6)' -h 2 / ^:\ / &>' 4-2^, -^\ 

.1 M " I -^ I ^> '*! I 

\ n n / \ 'i, «I / 

Pour que leurs modules fussent égaux, ou égaux et de signes contraires, 
quel que soit le module donné k^ il faudrait que la condition 

2/, -4-n.p _ o-la^n^-hi^b' -^ i)t] -h (^b' -¥ \)n'p 
n\ ' [(^a-\' i)n" -y- ^bt\ -\~7.bn'p 

fût vérifiée, quel que soit p, ce qui ne peut avoir lieu que si 6 = o, et, 
par suite, a — b'~ o, w', = n, n\ = n!\ t^ := i -^ a!n"\ et alors les 
deux fonctions seraient égales. Pour que les carrés des modules fussent 
réciproques, il faudrait que la condition 

_ 2/^ /i',p 7\aL n!' -^ [^b' -\ - \)i\ -h (46^ -t- i)yi^p 

\n\ — a/,)— /l'.'p [4a -+- \)n" -^ ^bt\ -\-%bn!p 

fût vérifiée, quel que soit /?, ce qui est impossible, puisqu'on ne peut 
avoir 4^' -f- < = — ^i. 

399. Il est facile de vérifier que les fonctions dont nous venons de 
parler satisfont bien aux conditions qui servent de base à la méthode 
de Jacobi (n® 260). Considérons, par exemple, la fonction (n** 349) 



r-x(^, ^.«')=gr, 






on a ici 

et, après la substitution. 
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D'après les identités {20} ou (20)' du n"" 380, chacun des quatre 
binômes placés sous le radical est égal au produit d*un facteur du pre- 
mier degré en x par un polynôme carré parfait; on a donc 



v^=^-v/r»-i')ii>"^'^*), 



M étant un polynôme entier en x du degré 2n— 2. 

Il en est de même des transformations relatives à la multiplication 

de l'argument. Soit y = X(/i3) — ~ (n*' 332); on a 

Y =::n»(i ~r)(i 4-r)(» - frr)(» -^ *r)» 

après la substitution 

v^ = ^ v^(irz.Tp7) ( p^-^jip ^/cx t>.j {^'^Fx p.) , 

et, en vertu des identités (3) ou (3)' du n? 372, 

M étant un polynôme entier en x du degré 2n' — 2. 

Transformations d'un degré pair. 

400. Étudions maintenant les transformations d'un degré pair. Soit 
n = 2^/14, /tf étant impair. Les trois premiers cas de la. transformation 
se ramènent, comme nous l'avons ditaun^ 395, à celui où a = 2^4 + 1, 
6 = 4^1» a = o. Considérons les systèmes de nombres entiers satis- 
faisant à la relation (9) , et dans lesquels les deux nombres entiers 
2a, + I et &, admettent un même plus grand commun diviseur n\ qui 
sera nécessairement impair et diviseur de n^; en posant /i, = n'n" et 
raisonnant comme précédemment, on arrivera à la formule 

/ Q. -il " '* 



n ?/•/*" 



est unus vm. - chapitrb i. 

dans laquelle t désigne un nombre entier quelconque. A chaque divi- 
seur n'^de /i« correspondent ainsi a^fi'' fonctions^, et» par conséquent, 
le nombre des transformations rationnelles de cette sorle est égal k la 
somme des diviseurs de /i| multipliée par 2^. 

Il nous reste à examiner le quatrième cas de la transformation, celui 

où les deux nombres aet b sont pairs et a = -^' Considérons les sys- 
tèmes de nombres entiers vérifiant la relation ab'— ba!=^ /i, et dans 
lesquels les deux nombres a et 5 admettent un même plus grand com- 
mun diviseur ^n'; l'exposant r sera égal ou inférieur k A, et le 
nombre impair n! un diviseur de n^. Posons a = 2^04, b=2''bif 
Tun des nombres a^ et &« au moins étant impair. Nous commencerons 
par diviser la première période r fois successivement par a. La pre- 
mière des formules (19) du n® 77 donne 

, . ufz, -> w'I 

d'après les formules du n^ 366, on en déduit 

\ 4* / I — (i — /r')x» i-hiir'® 

^« et gt étant le module et le multiplicateur de la fonction x^. Si Ton 
pose J8| = J8 -4- ~, on aura de même 

tt et ^9 étant le module et le multiplicateur de la fonction x^. On po- 
sera ensuite jss = «, 4- ^ > js, = jg^ + ^ , . . . , et Ton continuera de 
cette manière jusqu'à la fonction 
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Hais on a 

Ç — 2+-7-H — +...4- ---- =-5 H TTT» 



o* ^»-i-i o 0''+' 



et, si l'on pose 



, 61i 6> ^ W 



r-1-i 






on aura à chercher la relation entre les deux fonctions 



Les relations (4) deviennent 

a~ =: aa, û)i + ftiû)'i, 0)'=: 2a'(k)i -h i'w',, 

avec la condition a, 6'— 6| a'= 2^"'^/i,. La nouvelle constante a' a la 
forme voulue pour que j^ soit égal à une fraction rationnelle en o?^; 
Tun des nombres a^ et 64 étant impair, on est ramené à l'un des trois 
premiers cas de la transformation. On obtient ainsi les fonctions repré- 
sentées par la formule 

û) -H 2/ 



(19) yzzzXl ^4---- 



(ù oa^ (ù 7Fn! 



' "TZJ^ — lÂZ^TT/ — /» 



a a*^» a*"»' 2*-'"n 



et celles que Ton en déduit par des transformations du premier degré. 
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CHAPITRE II. 



EQUATION MODULAIRE. 



Existence de r équation modulaire. 

401. Nous nous occuperons spécialeofient du cas où n est impair et 
premier. Dans ce cas, la formule (i3) du n** 396 donne n -f- 1 fonc- 
tions de transformation, savoir : Xfz, -? w'j et les n fonctions repré- 
sentées par la formule X(z, w, ^-^ j i dans laquelle t reçoit n va- 
leurs entières consécutives; mais nous mettrons ces dernières sous la 
forme X (2, w, ^ — -j • Si Ton désigne par € Tune des n -f- i quan- 
tités — > y les modules de ces /i -m fonctions sont donnés par 

la formule 



/i- « 



X 



vT*. ^ //p^ n ^ 



F'(/^e) 






Nous poserons y/k = a-, V^i = ^^> et nous définirons les /i H- 1 valeurs 
de (^ par la formule 



n - t n— t 



f*(/^e)_., TT ^»(A^^) 



(■) •'-«"nï^=«n 






d'où Ton déduit 



n—t 



(^) ^---^-n 



v(/;e) 
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Si dans Texpression de ^ » déduite des formules (i4) du n° 332, 

relatives à la multiplication de Targument, on remplace z par/>£, et si 
Ton remarque que cette quantité devient égale à i» on obtient l'expres- 
sion Ae ^Y pai* une fraction rationnelle en ** et X*(p6); chaque valeur 

de Ç est donc une fonction symétrique et rationnelle des — ^^ quantités 

Grâce à la substitution de — à - dans Texpression du premier mo- 
dule, cette fonction ne change pas quand on remplace e par ae, a étant 
un nombre entier premier avec n. On en conclut* d'après le raisonne- 
ment du n^ 387, que les /i + i valeurs de ^ sont les racines d'une équa- 
tion algébrique du degré n + i en |, ayant pour coefficients des frac- 
tions rationnelles de k^ ou de i^^. En remplaçant Ç par -^9 on obtient 

une équation algébrique entre u et i^, du degré n + i par rapport à 9\ 
on lui donne le nom adéquation modulaire. Quand on remplace u par 

%h%i 

ue * , les valeurs de ^ ne changent pas et, par conséquent, celles de (^ 

sont multipliées par le facteur constant e "" . Nous remarquons en- 
core que l'équation lie change pas quand on y remplace u et (^ par — u 
et — ç. 

m 

Expression des racines de Véquation modulaire. 

402. Nous avons démontré au n^ 365 que les quantités \k et yP, 
données par les formules (29) et (3o) du n^ 205, sont des fonctions 
holomorphes de la variable p = r-h «, pour toutes les valeurs de cette 
variable dans lesquelles le coefficient s est positif et difi<érent de zéro, 
c'est-à-dire pour la moitié du plan située au-dessus de l'axe des x. Nous 
poserons 

(3) 9(p) = v^«' IIttÏc^- 



WI = I 



g(2in-i)rpl 






TT ' 


' e p 




11 


127/1 — 


1 /•Kl ' 


ift=i 1+ e f 




,m = « 
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I -he 


? 



79 



626 UVRE VUI. - CHAPITRE II. 

Les deux formes sous lesquelles nous avons écrit chacune de ces 
fonctions s'accordent; car les deux premières quantités, par exemple, 
dont les huitièmes puissances sont égales à P, ayant des valeurs réelles 
et positives pour les valeurs p = si, sont nécessairement égales pour 
ces valeurs de p, c'est-à-dire quand cette variable décrit Taxe des y\ 
elles sont donc égales dans tout le demi-plan (n^ 114 et 366). A Tin- 
spection des formules précédentes, on reconnaît que les deux fonctions 
qu'elles définissent, et qui ont élé étudiées par M. Hermite {Comptes 
rendus, i858), jouissent des propriétés suivantes : 

+ (P -'■ ') "r qTf^j' ^(P -^- ^^ == +fp)' 
9(pH-i)r-^e« |g. 9{p4-2) = a^'* <p(p), 9(p4- ^A) =^é? « 9(p). 

Elles sont réelles et positives pour les valeurs p = si. 

403. Dans ce qui suit, nous prendrons u = f (p), et, pour distinguer 
les n + I valeurs de (^, nous désignerons par V celle qui se rapporte à 

la fonction Xfz, -9 6)M et par v^ celle qui se rapporte à la fonction 

\(z, <ù, " ' — -\- Nous allons démontrer que ces quantités, telles 
qu'elles sont définies par la formule (i), ont pour expressions 



(5) 



V.-=(-o''^?(«p), .,.-.9(P±i^') 



D'après la remarque faite au commencement du n^ 365, les quantités 

~y^î et, par conséquent, les valeurs de s^ sont des fonctions holo- 

morphes de p. Considérons d'abordV et donnons à p la valeur fi; dans 

les développements deCjf-^j etdeôaf-^J en produits d'après les 

formules (20) du n^ 202, les facteurs placés sous le signe produit étant 
tous réels et positifs, le quotient de ces deux quantités est réel et a le 

signe de cos \^^\ \ la valeur de V est donc réelle et a le signe du pro- 
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(luit des ^^^ facteurs cos f^^)? quand p varie de i à - — ^ • Lorsque 
^~ ' est pair et égal à an', les n! premiers facteurs étant positifs, les 



2 

n — I 

2 



n' suivants négatifs, leur produit a le signe de (— 1)"'. Lorsque est 

impair et égal k 2/1'— 1, les /i' — i premiers facteurs étant positifs, les 
n! suivants négatifs, leur produit a le signe de (— i)"'. Ainsi V a le signe 



n' — X 



de (— i) " , et, comme ?(np) a une valeur réelle et positive, il y a 
accord entre les deux formules. Pour abréger, nous désignons par a le 



n'— I 



nombre entier ^ - 
On obtient s^t en attribuant à 6, dans la formule (i), la valeur 

gr= , d ou —=5- • 

n (ù n 

Si Ton pose p -h i6t = p\ on déduit des formules (6) du n"^ 74 



w= — 00 m= — aO 



on a d'ailleurs m = (p(p' — i6t) = y(p'); pour />' = s'i, ces quantités 
et, par suite, ^^ ont des valeurs réelles et positives. 11 en est de même 

de la quantité <p(~) donnée par la seconde des formules (5). Ainsi il 

y a accord entre les formules. 

Supposons que dans l'équation modulaire on remplacer par (— 1)°^ Y; 
pour avoir les racines de la nouvelle équation, il sutlira de remplacer /9 
par np dans les formules (5); la racine «^o ^st égale à <p{p)f c'est- 
à-dire à u. De même, supposons que Ton remplace u par çv» ce qui re- 

vient k remplacer/? par ^—^ — -, la racine V de la nouvelle équation 

sera égale a (— 0*?(/' "*~ ^^0» c'est-à-dire à (— i)*a. Il en résulte qu'à 
toute solution {u^v) de l'équation modulaire correspond une autre so- 
lution [ç, (— i)*m] de la même équation. 

404. De la troisième des formules (63) du n^ 367, relatives à la divi- 

79* 
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sion par 2 de la seconde période, on déduit 
mais, d'après les formules (55) du n^ 365, on a 



(^,a),a>')=.V.4-^, x(|,a>,^)=^^; 



il en résulte Texpression 

(6) 9(P) = V^= ^* ' 



^^'KÏ'-t) 



qui nous permettra de trouver toutes les valeurs de p pour lesquelles 
la fonction 9 (/9) a une valeur donnée. 

Nous avons vu, au n^ 398, que, pour que les carrés des modules de 
deux fonctions elliptiques 

l[z, 0), a)')==:X(gz, /f), X(z, w„ w',) = X(gr.z, Ar.) 



soient égaux, il est nécessaire et il suffit que les rapports p=: —^ 

p, = — satisfassent à la relation (16); on a alors <p*(f>i) = ?*(p). Cher- 

nhons maintenant la condition pour que les deux fonctions ^(p), ^(pi) 
soient égales, ou égales et de signes contraires. 

Comme on a *, = (— 1)"*'^, il faut d'abord que a' soit pair; posons 

a' = 2a\ ; comme on a y^ = (— i)"*' \Jk, d'après la première des for- 
mules (55) du n^ 365, il faut que le nombre a\ soit lui-même pair; 
posons a\ == 2a\. Comme nous l'avons dit au n^ 398, il résulte des 

formules (i5) que les fonctions Xf^z, ^w,,^ cùA^ X(j5, w, û)') sont 
égales, et, par suite, les fonctions v (^,^0),, ^ q\U v(-5, w, a)');lorsque 
a' est pair, il en résulte aussi que les fonctions X (j5,^w,,^ —\ 
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llz, (a, — I sont égales. On a donc 

v(^,«..«'.)=(-.)»'v(^,a..«'), >(^»»..^)=(-)-'>(|'.«.7)» 

et, par suite, en vertu de la formule (6), 

Ainsitpourque^d!),) = ±(f{p)/\\ est nécessaire et il suffit que Ton ait 



(7) 






avec la condition (4« + i) (4^' 4- 1) — i66a, = i. 

Points critiques. 

405. Les périodes o) et g>\ déterminées par des intégrales définies, 
comme nous Tavons expliqué aux n^ 221 et 231, sont des fonctions 
continues de k^; il n'y a exception que pour k^ = o ei k^ = i; ces deux 
quantités, et par suite leur rapport p, sont donc des fonctions holo- 
morphes de la variable k^, dans toute portion du plan, a contour simple, 
ne comprenant aucun de ces deux points critiques. Par rapport à la va- 

Fig. 8i. 




riable m, il y a neuf points critiques, savoir Torigine m =: o et les huit 



n/iTi 



points 1/ = 6 ^ , placés aux sommets d'un octogone régulier ao a, ...i7r 
l^g. 8i). Chacune des valeurs de s^ est une fonction holomorphe de p, 
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et par conséquent de u^ lorsque cette variable u se meut dans une por- 
tion du plan, k contour simple» ne comprenant aucun des points cri- 
tiques dont nous venons de parler, et qui sont les seuls qui existent 
dans le plan par rapport aux racines de Téquation modulaire. 

Pour former .les lacets, nous ferons partir la variable u d'un,point b^ 
situé sur Taxe Oo?, à une distance du point plus petite que Tunité. 
Le lacet (ao) est formé d'une droite 60 ^o^^^'^n petit cercle; le lacet (a,) 
d'un arc b^b^ égal à| de circonférence, d'une droite b^c^ et d'un petit 
cercle; le lacet (a,) d'un arc b^b^b^ égal à | de circonférence, d'une 
droite 63^2 et d'un petit cercle,...; le lacet (âr^) d'un arc 60^1 •••^t égal 
aux I de la circonférence, d'une droite b^c^ et d'un petit cercle; enfin 
le lacet (0) du cercle 60 ^i*--^t^o* Au point 60, la période a> étant réelle 
et positive, et la période o)' de la forme (ù"i^ on a p = po = ^i, s étant 
une quantité réelle et positive; nous distinguerons les n + t racines 
par leurs valeurs initiales 

la première est réelle et a le signe de (—1)^, la seconde est réelle et 
positive. 

Pour les valeurs de u situées k l'intérieur du cercle décrit de l'origine 

I 

avec un rayon égal k l'unité, en développant (i — k^x^) ' en série, et 
faisant ^ = 1, on déduit de la formule (3) du n^ 221 



u^ 



-^,[.+(i)V^(i^|)V..+...} 



D'autre part, l'équation (35) du n^ 279 donne 
on en déduit par Tintégration 



(9) 



p-f.— A r8log^+A(/r»- Aî)-f-5(/,'- /,;;-+-.. .1 
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en supposant que log — soit égal à zéro pour u = u^^ c'est-à-dire au 

point &o* Lorsque u tend vers zéro, le coefficient positifs, dans Texpres- 
sion p = r + 52, augmente à l'infini; si Ton prend la fonction (f{p) sous 
sa première forme, on reconnaît que les /i + i valeurs de v tendent 
vers zéro. Quand la variable u décrit le cercle dans le sens positif, la 
valeur de p devient p^ + i6; la racine Y reste holomorphe dans le voi- 
sinage du point et se développe en une série convergente 

n--\ 

suivant les puissances entières de u. La racine s^^-r^ ç? f Ç?-_i_ J devient 

^ -U et, par conséquent, se change en ♦',+,; ainsi les 

n autres racines forment autour du point un système circulaire {çq, v^ , 
^2f ••* ^A-4 ) se permutant dans l'ordre des indices; ces racines sont re- 
présentées, dans le même ordre, par la série 



n--i 1 



(il) C = 2 "Vit" -f-. . . , 

1 

ordonnée suivant les puissances croissantes de u'\ 

406. Considérons maintenant le point critique i/ = i . La fonction 
elliptique, au module complémentaire, admet les périodes co« = — g)'i, 

(,i\ = Q«(n**236), dont le rapport p' est égal à Quand le point u 

r 

décrit la droite h^a^, la première période &>| reste réelle et positive, le 
rapport p, donné par l'équation (lo), conserve la forme si^ et de même 
le rapport p'. La période 63| est représentée par une intégrale définie 
analogue à celle qui donne o) (n^ 221); faisant encore g = ij il suffit 
de remplacer dans celle-ci k par A:'; elle peut être développée en une 
série pareille à la série (8) et convergente pour les valeurs àt k^ 
dont le module est plus petit que i; on en déduit, comme précédem- 
ment. 
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les coefficients A» B.... étant les mêmes que dans l'équation (9)9 et 
par suite 

Lorsque u tend vers i , le coefficient s', dans Texpression p* = r' -¥■ sfi^ 
augmente à Tinfini; si l'on prend la fonction ^{p) sous sa seconde 
forme, on reconnaît que la racine v^ tend vers 1, et la racine V vers 
(~ i)'. Quand la variable u décrit autour du point a^^ et dans le sens 
positif, un cercle ne comprenant aucun autre point critique, l'argument 

de k'^ augmente de 271, p' devient p^ -+- a, et p égal à — j^ — La racine 

(7^ = ç) / 2- j — ^{np'), réelle et positive sur la droite èpao, reste liolo- 

morphe dans le voisinage du point a^ ; on obtient son développement en 
posant u= \ — ti', f^j, == I — f;'^, ; d'où 

et, en se servant de la seconde forme de la fonction i({p), 

( i4) v\ = a-C^-O u"'-^ 

LaracineV,après7toursautourdupointao, devient(-- i)"y( _^^* \\ 

elle se change en une autre v^ que nous allons déterminer. D'après ce 

que nous avons dit au n** 404, les deux fonctions y ( _^^* ) » 9 ( - — — \ 

sont égales, ou égales et de signes contraires, lorsque leurs arguments 
satisfont à une relation de la forme 

avec la condition (4^ -h i) (4^' -M) — i66a' = i.Il faut pour cela que 

b y 

bn —Uya -f- 1)7 = o, ou 7 — — = -; ces deux fractions, étant irréduc- 
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tibles» auront leurs termes respectivement égaux, ou égaux et de signes 
contraires. Si n est de la forme [\n' -f- 1 , on prendra a = n\ 6=7; la 
relation précédente se réduira alors à 

on prendra a' = a^et l'on déterminera les deux nombres entiers 4^'-r- 1 
et ^ parla condition 3^7^ — 7i(4é'-f-i)=: — 1. Si. n est de forme4w'— i» 
on prendra a — — n', 6 = — 7, a' = - 2 /, et l'on déterminera les deux 
autres nombres par la condition 327/ +- n[l\V h- 1) — —i. Le rapport 
des deux fonctions y étant (-— i)* ou (— i)*, la racine V devient égale à 
Vt\ les deux nombres conjugués 7 et ^sont liés par cette condition, que 
le produit 327/ donne le résidu — i par rapport au diviseur n. 

En attribuant à 7 les n — i valeurs successives i, 2,..., n — i, on 
obtient pour t ces mêmes valeurs dans uti certain ordre; il y a d'ail- 
leurs réciprocité entre les deux nombres; on en conclut que les n ra- 
cines V, i'n i'2---»^if-M dans un certain ordre, forment un système 
circulaire autour du point critique w = i . Si Ton pose V=(-- i)*(i — t^), 
elles sont représentées par la série 



n— I 



(l5) C'=:r 2 « //«-h. . .; 

nous désignerons ce système circulaire par (V, ç^^,, ^r,»---» ♦'r^^,). 

407. Considérons maintenant le lacet (a«). Quand la variable u 
décrit l'arc 60*0 d'après Téquation (9), p acquiert la valeur Pq+ i\ 



inni 



la racine V devient (— i)*(p(/ip^4- un) ow e ' V; la racine v^ devient 

/P.-4-16/-4- 2\ rp.-hi6(/ — a) 1 • . . j. *^ ^ . 

^V- ) = ?[ ^ n -»-3/iJ> cest-a-dire e ' i^,^^. Ceci 

est bien d'accord avec une remarque faite au n® 401, savoir que, quand 

ihrti 

on remplace u par ue ** , les valeurs de {^ sont multipliées respective- 



ment par e • . Supposons que l'on parte du point b^ avec la valeur 



fnxi 



initiale V; en 6, on a cette même valeur multipliée par le facteur e ' ; 
sur le' lacet &| a,, la racine acquerra la valeur qu'elle avait, au point 

80 
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homologue, sur le lacet &o^o» multipliée par ce facteur constant'; quand 



fnxi 



on aura parcouru 7 fois le lacet 6, a,, on aura en 6, la valeurs • r, ♦ 
qui, lorsqu'on revient en b^, ests^,^a. Ainsi la loi de permutation sur 
le lacet (a,) se déduit de celle qui a lieu sur le lacet (a^), en ajoutant 
le nombre constant a aux indices des racines. 

Considérons d'une manière générale le lacet (aa). Quand la variable 
décrit Tare feo^i- •**» p acquiert la valeur jo© h- 2 A, la racine V devient 

tAnict fhnvi 

égale à c ** V, et la racine v^^e^ «^r-^ia- En partant du point 60 avec 
la valeur initiale Y, quand la variable u aura décrit 7 fois le lacet 6a^a» 

%hnxi 

on aura en bj^ la valeur e ^ Vt , qui, au retour en 60 « est i^f ^^a- H suffit 
donc d'ajouter le nombre constant ha aux indices relatifs à la permuta- 
tion sur le lacet (^o) pour avoir la permutation sur le lacet (a^). 

408. La fonction elliptique, au module réciproque, admet les pé- 
riodes 0)4 •= w — w', co\ = w' (n® 234), et les valeurs de p et p,, qui se 
rapportent à ces deux couples de périodes, sont liées par la relation 

- = i; on en déduit 

p. p 






Concevons que, dans Téquation modulaire, on remplace u par -) et 

désignons par (f^) les racines de la nouvelle équation; il est facile de 
reconnaître que ces racines sont réciproques de celles de la première 
équation. Considérons d'abord la racine 

(V)={-,)«d;f--î-\ = tu)! =._J_-i}r 

^ ^ ^ '*l «p./ J--L.-A J "p V 

\ «Pi / ^L'+("-')pJ 

elle sera réciproque de la racine vs, si l'on a 

P -H63 ^ 8a'+[ab' + i)n + 8a'{n-,)]p - /_ w 

n (4«-M}+[a6/H-(4a-)-i){« — i)Jp' ^ ' \ '1 • 

Il faut, pour cela, que le coefficient de p dans le second dénominateur soit 
nuit et, par conséquent, que les deux fractions irréductibles -r^ — « 
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^^ soient égales. Si n est de la forme [\n' -h i , on prendra a = n\ 

6= — 2/ï', a'= aï, et Ton déterminera les deux nombres V et 5 par 
la condition i6(n — i)J-» n(46'-i-i)'- » . Si /lest de la forme 4«'— i» 
on prendra a= — /i', 6 = 2/1' — i, a' = — 2 J, et Ton déterminera h' 
et J par la condition i6(/î — i) J — n(46'-4- i) = 1 . Dans les deux cas, 
l'indice $ est tel, que le nombre 16 d donne le résidu — i par rapport 
au diviseur n. On verrait de même que la racine (^n-a) est réciproque 
deV. 
Considérons maintenant une autre racine 

{^,)=i^\^ ^^^^^^y^= ^ = ^6^-(i6r— i)p r 

elle sera réciproque de Vt si Ton a 

p + i6/ _ 8(f6/^+n)g^-f-i6f74^^-f-i)~[(i6/^— i)(4y>f-i)-4-8(i6^+n-i)a^]p 
n ""(i6/'-+-n)(4a-hi)-+-32/'6 — [(i6r-+-/i- 0(4a-i-i)4-2(i6/'— ijfcjp' 

Le coefficient de p» dans le second dénominateur, doit être nul; la 

fraction '^ . ' est irréductible: la fraction -^^ ^ est aussi irré- 

ductible, si t' n'est pas égal à n — $; ces deux fractions étant égales, 
on prendra a = — 4^'» 6 := 8/' -i- • Le second dénominateur se 

réduit alors à n. On déterminera les deux nombres V et a! par la con- 
dition 

(16/' - 1) (46' -i-l)+ 8(16/' -H» -!)«':= -I, 

et Ton fera 



/=z(i6/'+/ij — -+-/'(46'4-i) = 7 — • 

Le nombre a' devant être pair» et h' multiple de 4» posons a'= 2a'', 
h' => [\h"\ la condition précédente devient 

OU 

rindice t est tel, que le nombre (16/'— \)t donne le résidu — /' par 

80. 
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rapport au diviseur /i. 11 y a exception, lorsque /' =^ n — â; mais nous 
avons vu que la racine (vn^^) est réciproque de V. Quel que soit /i, la 
racine (f'o) est réciproque de f^o- 

L'étude des valeurs de t^, quand la variable u est très-grande, est 
ramenée ainsi à celle des valeurs de (ç^), quand la variable u^ est très- 
petite; lesn-f I valeurs de {v) s'annulant pour a, =oJes/n-i valeurs 
de i^ deviennent infinies pour u = co . Sur la sphère, le point u = <x> 
est donc un poiât critique analogue aux précédents; la racine i^^ est mé- 

romorpbe et du degré /i; lesn autres sont du degré - et forment un sys- 
tème circulaire. 
Comme exemple, nous écrirons les permutations pour /i = 5 : 

Lacete: (a,) (a,) («,) («.) (a,) 

(Vi'2<'i<'i<'3), (Vr/'4 <',<'■}, (Vt'ai'ji'o*'.)» (Vf,l'o*'3t'2\ (Vv^CjV.i/,); 

sur les lacets (as), (ae), (a,), les permutations sont les mêmes que sur 
(«o)» (^*)^ (aj), parce qu'il suffit d'ajouter 5a aux indices. On a, d'ail- 
leurs. 

Supposons que l'on unisse le point initial 6o au point 0', sur la sphère 
par un lacet formé d'un arc de grand cercle passant entre les points a^ 
et a^, et d'un petit cercle décrit autour du point 0', dans le sens né- 
gatif par rapport à ce point; ce lacet peut être remplacé par un circuit 
positif se ramenant à la suite des lacets (^o), (a^ ),..., (a,), (0); la ra- 
cine Vi se reproduit, les autres se permutent dans l'ordre V, ^2* ^4» ^^j» ^o- 

409. Nous avons démontré au n^ 401 l'existence de l'équation mo- 
dulaire. On pourrait aussi la déduire des considérations précédentes; 
d'après le théorème du n^ 135, la fonction i^ de <i n'ayant pas sur toute 
la sphère de points singuliers autres que des pôles et des points critiques 
algébriques, et admettant n + i valeurs en chaque point, est liée à la 
variable u par une équation algébrique. Le lacet (ao), parcouru une 
fois, et le lacet (0), décrit n — i fois, forment un système de lacets fon- 
damentaux; car, si l'on part du point 6^ ^^^^ '^ valeur initiale Y, après 
le lacet (a.,) on a i^^^; en décrivant ensuite n-- i fois le cercle 0, on 
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obtient dans Tordre des indices croissants les n — i autres racines; on 
conclut de là que l'équation modulaire est du degré n + i par rapport 
à v^ et irréductible. La somme des ordres négatifs de la fonction 9 sur la 
sphère, c'est-à-dire la somme des degrés des racines infinies, étant /i + 1 , 
il résulte du corollaire II du n^ 135 que l'équation est aussi du degré 
/i H- 1 par rapport à u. 

Formation de l'équation modulaire. 

410. Supposons l'équation entre ueiv mise sous la forme entière» et 
ordonnée par rapport aux puissances décroissantes de v. Les n -f i va- 
leurs de V conservant des valeurs finies pour toutes les valeurs finies de 
Uy le coefficient du premier terme peut être supposé égal à l'unité. 

Nous avons vu (n** 405) que, pour m = o, toutes les racines s'annu- 
lent; leur produit (— i)*m'*^*, déduit des équations (10) et (i 1), est le 
dernier terme de l'équation. Quand on attribue à u une valeur très- 
petite, tous les coefficients de Téquation, excepté le premier, ont des 
valeurs très^petites ; il y a deux manières de former le groupe des termes 
du degré le moins élevé (n** 34); le premier mode Aw-h (— i)*m"^* 

n—x 

donne la racine holomorphe V, et l'on a, par conséquent, A= —3"^; 
le second mode r"^' 4- kw donne le système circulaire des n autres ra- 
cines. 

D'après une remarque faite au n^ 403, Téquation se reproduit, quand 
on y remplace u ei v respectivement par ç' et (— i)*m, et qu*on mul- 
tiplie tous les termes par (— 1)*; le premier et le dernier terme se per- 
mutent; il en résulte que les coefficients des différentes puissances de 
V sont, par rapport à Uy du degré n au plus, et par conséquent que le 
degré de l'équation modulaire, par rapport aux deux variables u et v^ 
ne surpasse pas in. D'après ce que nous avons dit au n^ 408, l'équa- 
tion se reproduit aussi quand on y remplace u e\ v respectivement 

par - et -; et qu'on multiplie tous les termes par (— i)*£^"^V'^'; le 

terme kuv donnera le terme (- i;*Aw''(^';.on en conclut que l'équa- 
tion modulaire est bien du degré 2n. L'équation ne changeant pas 
quand on y remplace u tiv par — u ^l — v^ tous les termes sont d'un 
degré pair. 
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Les coefficients de l'équation en ^ (n^ 401) sont des polynômes 
entiers en u"; pour u = o, la première racine est finie et égale à 

(— j)"2 ' ; les autres deviennent infinies; cette équation est donc de 
la forme 

(16) u'^f^l"-*-' -h y u*^ap-h bj^W" -{- Cj^u'' -{-,.. )l**^' P 



p=t 

H -l 



les exposants /S^t ^n /S^,..., /9,,_, étant tous plus grands que zéro. En 
remplaçant § par-;;* et multipliant tous les termes par u"^*, on obtient 
l'équation modulaire 

p = n-i 
p=t 

n — f 

4- a(— 2"^-+- 6„a»4- ..jf-l-(— O'W^'^o. 

Le premier coefficient devant se réduire k l'unité, on a |3o 7= ^« Les ex- 
posants np + 8(/3^, — a) sont plus grands que zéro; on prendra pour 
chacun d'eux la plus petite valeur de cette forme» et, dans les polynômes 
placés entre parenthèses, on ira jusqu'à une puissance de u^ telle, que 
le degré total du coefficient ne surpasse pas n. On aura ensuite à déter- 
miner un certain nombre de coefficients numériques; la condition que 
l'équation doit se reproduire, après chacune des deiix substitutions dont 
nous avons parlé plus haut, en restreint beaucoup le nombre; d'après ce 
que nous avons dit au n^ 406, le premier membre devant pour 1/ = i se 
réduire à (i^ — 1) [r — (— 1)*]", on aura encore entre ces coefficients 
des relations qui suftiront à les déterminer dans les cas les plus simples. 

411. Quand le nombre premier n ne surpasse pas 7, les polynômes 
placés entre parenthèses se réduisent à des constantes. Pour n = 3, on 
obtient immédiatement l'équation modulaire 

(18) V* 4- aa'v'— tiuv — a*:z^o. 

Pourn :^ 5, elle est de la forme 
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le premier membre devant se réduire à (f^ - i) ((^ -^- 1)* pour m = i , on 
a «2 = 5, et Téquation modulaire est 

(19) i^-f- 4"**^*-+- 5«'c*-— 5w*v*— /^uu— u^= o. 

Pour 71 = 7, on trouve de même 

(20) f» — 8tt'c'4- i8uH^— 56a* t^*-}- 70 w* t»* — 56 « V 4- i>.8tt^v^— 8«c-f- f/"=o. 

Pour 71 r= I f , Téquaiion modulaire est de la forme 

( — «'(63 — a,tt*)t''— -a,w*c^— w(2* 4-a,tt*)f — w"r=o. 

Le premier membre devant se réduire à {ç— ijfi'-f- 1)'* pourtt= 1, 
on a a, = — 22, a^ = 44» ^^ = '65, «5 = i32, b^ = 88, 
Dans tous les cas, le calcul des coetlicients peut être effectué de la 

I — ~^ 

manière suivante. Supposons que la fonction -^e " 9(p),donnép par 

la formule (3) du n^ 402, ait été développée en série suivant les puis- 
sances entières de y = e^^^; en remplaçant dans ce développenient ç 

par q", on aura celui de -p^ " ?(^p); '^s deux quantités m et V sont 

v^ 

égales à ces deux séries entières, multipliées respectivement par y/2q^ 

et par (— I)*\/2y^ Si on les substitue dans Téquation (17), et si Ton 

divise tous les termes par ^ *" , le résultat de la substitution ne con- 
tiendra plus que des puissances entières de ^; en l'ordonnant par rap- 
port aux puissances croissantes, et égalant à zéro les coefficients des 
puissances successives de q, on obtiendra des équations linéaires entre 
les coefficients cherchés qui serviront à les déterminer. Il faudra pousser 
le développement en série assez loin pour avoir un nombre suffisant 
d'équations. Sohnke a calculé par ce procédé les coefficients des équa- 
tions modulaires jusqu'au nombre premier 19 inclusivement {Journal 
de Crelle, t. XVI). 

Points multiples. 

412. Outre les points critiques, il existe des points multiples dans la 
voisinage desquels chacune des racines reste holomorphe. 
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L'équation (17) du n® 371 devient 

nu(i — w') dv 



^^) g] 



v(i — i'") du 



Lorsque, pour une valeur particulière de u, deux valeurs de i^ de- 
viennent égales, les carrés des multiplicateurs correspondants sont 
différents, sans quoi les deux fonctions de transformation seraient 
égaies, ou égales et de signes contraires, ce qui est impossible (n^ 397); 

il en résulte que les deux valeurs de ^ différent, et par conséquent 

que les points multiples do la courbe analytique représentée par l'équa- 
tion modulaire sont à tangentes distinctes. 

Nous allons démontrer qu'il n'y a pas d'autres points multiples que 
des points doubles. Au pointa, si l'on suit un chemin convenable, trois 

racines quelconques peuvent être représentées par ( — i)^^(np), ç [- J 

eiçy- — ^ — U / étant un certain nombre plus petit que n. Pour qu'elles 
soient égales, il est nécessaire que l'on ait 

(23) nQ = ?.?:!L±li*l± llP = ?^.Z? 4-16/(4 ^.4- 1)4- (4y. -^)p 

^ (4a 4-i)w -h aftp (4^1-+- r/i4- Saft,/ -f 26,p ' 

avec les conditions 

(ai) I (4a4-l)(4fr'4l)- l66fl' .-=1, (_,)a-Hi'^ (_,).. 

I (4a,-hi)(46',4-i)-.i6ft.a'.r=ri, (- i)-.-^«' --.r(-,)«. 

La quantité imaginaire p satisferait aux deux équations du second 
degré 

I 26,»p' f-[(4rt-Hi)/»'— (4*'40]p — Sa'/mro, 

I 26,/tp'4-[(4a,4-i)/i'-4-326./n-(46', Hi)]p-8û',n-i6/(46',-: i) — o, 

dont les coefficients seraient proportionnels; on aurait donc 

(2.6) b,a'n=:b[a\n 4- 2/(4i',-f i)], 

(27) &.[(4«H-0"'-(4i'4-i)]^r6[(4a,4-i)»'4-32ft,/n~(4é',4-i)]. 

Nous remarquons d'abord -que les deux nombres b et 6| sont premiers 
avec n; supposons, par exemple, que b soit divisible par n; d'après la 
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première des relations (24), le nombre ^b'-bi sérail premier avec n; en 
vertu de la relation (27), 6, serait aussi divisible par n, et, par suite, 
46'i-f- 1 serait premier avec n; cette même relation (27) apprend alors 
que les deux nombres b et b^ seraient divisibles par une même puissance 
de /i,,ce qui est impossible d'après la relation (26). Cela posé, en vertu 
de cette relation (26), le nombre 4^1 -^ i doit être divisible par n, et, 
par suite, d'après la relation (a7), le nombre 4*' H i est aussi divisible 
parn. Posons ^b' -hi = n{2^ -h 1); la condition pour que la première 
des équations (25) ait ses racines imaginaires devient 

[(4« -f- i)n — (ap 4- i)]='4-64W<o, 

et se réduit à 

[(4a-HI)/i^-(2p-M)]'<4, 

en tenant compte de la première des relations (24)- Le nombre entier 
pair (4« -^ 1) /i -1- (2]3 -f- 1), devant avoir son carré plus petit que 4» 
est nul; cette relation (24) se réduit alors à (2/3 -+- i)^-f- i6ba-- — 1, 
ce qui est impossible. Ainsi, en un même point u, trois racines de 
l'équation modulaire ne peuvent être égales entre elles, et, par consé- 
quent, à part les points critiques, tous les points multiples sont des 
points doubles à tangentes distinctes. Il est clair que ces points sont 
situés huit par huit aux sommets d'un octogone régulier. 

413. On obtiendra ces points doubles en égalant à zéro le discrimi- 
nant de l'équation modulaire, lequel a pour expression D = n ((^/ — ç^y, 
Vi et Vf^ étant deux racines quelconques; cette fonction symétrique des 
racines est égale à une fonction rationnelle de i/, et, comme elle ne de- 
vient infinie pour aucune valeur finie de i/, elle est entière. Évaluons 
son degré : pour // = 00 , les n 4- i racines de l'équation modulaire 

deviennent infinies : Tune est du degré n, les autres du degré - (n® 408); 

n facteurs binômes Vi—Vh sont du degré /i, les autres du degré -^ 

et, par conséquent, le discriminant est un polynôme entier en u du 
degré nrî^ -\- n — \, Pour m = o, les ti 4- i racines de l'équation modu- 
laire s'annulent; l'une est du degré n, les autres du degré -(n° 405); 

chaque facteur binôme est uu infiuiineut petit du degré -« et, par con- 

81 
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séquent, le polynôme D est divisible par vf^\ Pour <i = i, une racine 
devient égale à i, et les autres à (— i)^; lorsque le nombre a est pair, 
toutes les racines deviennent égales; si l'on pose u^^^i — u'^ tous les 

facteurs binômes sont infiniment petits et du degré - par rapport a u' 

(n° 406); le polynôme D est donc divisible par i/'"^* ou par (i — m)""*"*; 

la même chose ayant lieu en chacun des points cri tiquesu = 6 ' , on en 
conclut que le polynôme est divisible par (i — m*)"""'. Lorsque le 
nombre a est impair, une racine est égale à i, les autres à — i; parmi 
les facteurs binômes, v ^v\ n ont des valeurs finies voisines de 2, les 

autres sont infiniment petits et du degré-*, le polynôme D est divisible 

par (i — a*)"~*. D'une manière générale, le polynôme D est divisible 
par (i — tt*)'*'*"^"'^'. Ainsi le discriminant est de la forme 

Les deux premiers facteurs se rapportent aux points critiques; le po- 
lynôme placé entre parenthèses, et qui est du degré 

donne les points doubles. 

Soit/(ii, i^)= o Téquation modulaire. En prenant le discriminant 
sous la forme D = n/^^(a, r^), on reconnaît sans peine que ce poly- 
nôme est carré parfait; on voit aussi qu'il est réciproque. Le nombre 
des points doubles est doncn*— i — 4^ — 4(— ')*• 

Calcul des fonctions de transformation. 

414. Proposons-nous maintenant de calculer les fonctions de trans- 
formation. La première de ces fonctions est (n® 349) 

(28) ^r'n' ^)^S' — ^ — 

Si Ton pose 



X = a*X(-8, 6>, û)'), j;=:i;'X I -8, -> ût)' j 



et si l'on se sert des polynômes Y (^) définis au n^ 371, la question 
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est ramenée li la détermination de la fraction rationnelle 

D*aprës la première des relations (i5) de ce même numéro, les deux 
polynômes ont les mêmes coefficients; nous les représenterons par 

Le calcul de ces coefficients peut être effectué à Taide de la rela- 
tion (i6), entre trois coefficients consécutifs, que Ton déduit de l'équa- 
tion aux dérivées partielles de Jacobi. Si Ton y remplace a par sa valeur 

9 cette relation devient 



î («* - i) 



(3o) ( . \ " / 

ni— «•rffl^") , ,, . , .. 

H ; j hfn — 2m -f-i)(n — 2/w -k'2)a^'^-*^=o. 

1 u^ du ^ '^ 

Le premier et le dernier coefficient sont 

(3.) aO-^y/e^;., /-^)=, («,,"-? g.. ^^«(.), 

et, en vertu de l'équation (22), on a, 

(3.) («(.)). = ! «^=_L<. 

n V au n vf^ 

Afin d'éviter les quantités irrationnelles, nous mettrons l'équation (3o) 
sous la forme 

(2m-f- l)(2/W 4-2)— r-- -h TT -^ ^ 

(53) / , ,,- ,«(—0 

^ ' ^ -+-(n — 2m4- i)(ii — 2m 4- 2) — — -- 



'\ n^J S M* du 



81. 
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Le dernier terme est connu et rationnel, (raprës l'équation (32). En 
faisant successivement /w = o, m = i, m = 2,..., on obtiendra les 
rapports des coefficients au premier, exprimés par des fractions ra- 
tionnelles en u et ç. La connaissance de ces rapports suffit pour la 
détermination de la fonction de transformation (29). 
D'après le raisonnement du n^ 387, les deux quantités 

_ n — 1 ' _« — I 

" 11 [i}{pi) ' J-JL v^{pi) 

données par les formules (5) et (i i) des numéros 349 et 351, peuvent 
s'exprimer rationnellement au moyen de u et ç^. Il en résulte d'abord 
que la quantité k'^k^"" ou (i —a') (i — v^) est égale au carré d'une 
expression rationnelle en u et {^. De l'équation {2%) on déduit 

(34) g'= 7- TVp-=^' 



la quantité — nw^fufl doit aussi être égale au carré d'une expression 
rationnelle en 1^ et t^; en prenant la racine carrée, on aura le multipli- 
cateur g",, exprimé rationnellement au moyen de u et v. 

De l'équation (3o), dans laquelle on ferait m ~- o et m = » on 

déduit 

(^^' ^ ~ 16 u' dH ' 



(36 






On obtiendra ainsi le deuxième et l'avant-deruier coefficient. 

415. On peut aussi se servir, pour le calcul des coefficients, de deux 
équations différentielles simultanées, analogues aux équations diffé- 
rentielles d'Abel (n** 345), et auxquelles "satisfont les deux fonctions V 
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et y,. Ces équations sont 

,._,.....,[v,^-(^^)-] 

/■7V o» / /ï(')\ 

2a désignant la quantité A +- t ou w* h- — • Si Ton y remplace V et V, 

par leurs valeurs, et que l'on égale à zéro l'ensemble des termes du 
même degré, on aura des relations entre les coefficients a^•^a^'^a^^^.... 
Nous appliquerons ces méthodes aux cas les plus simples. 



Transformation du troisième degré. 
416. Pour /i = 3, l'équation modulaire (n^ 411) est (i8) 

y(l/, v) =!((;<— a'— 1UV -f- 2/«V) = 0. 

Si Ton représente par t le produit m, on a 
On déduit d'ailleurs de l'équation modulaire la relation 

(38) (i — a" ) ( I — i^») = ( I — wV )* ; 

il en résulte 



ff'- 






Les formules relatives à la transformation du troisième degré sont 
donc 

' — ^« "1 ^' 
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Lorsque le module k est réel et plus petit que Tunitét le multiplî- 
cateur de la première fonction est réel et positif. Pour les valeurs très- 
petites de M, on a approximativement (^ — — i ii\ g^, = 3, ce qui déter- 
mine le signe. Maison peut supposer que, dans les formules précédentes, 
V désigne Tune quelconque des quatre racines de l'équation modulaire; 
car, lorsque la variable u décrit différents lacets, la racine Y, sur la- 
quelle nous avons raisonné, reproduit toutes les autres, et la fonction 
de transformation correspondante devient égale k chacune des autres, 
ou égale et de signe contraire : cela dépend du signe de ^,. Les for- 
mules (39) représentent ainsi les quatre transformations du troisième 
degré. 

Transformation du cinquième degré. 
417. Nous mettrons Téquation modulaire (19) sous la forme 

En prenant les dérivées partielles du polynôme, et retranchant trois 
fois ce polynôme, on a 

ufl = («»-f- V') [3( «»— (^'j'-f- Sw^v»] — 8av(î -♦- ««(;'), 
— (/; = («» 4- V') [3f a'— i;^)»-h 8tt»(/'] -+- Suv{i H- u'v'). 

Nous poserons, pour abréger, 

«x;r^p = G-H, -«;/: = q = gh-h. 

Si, dans Texpression 

on remplace w(i — mV*) par sa valeur tirée de Toquation (4o)t on 
trouve 

et, par suite, 

(43) PQ=-G»-H' = 5(ii»+i/»)>(tt-— c'')^ 
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On a aussi 

(44) (-«•)(>--)= ^^,5^. 



, , ,,. I P rfv (^ P 

On calculera le rapport du second coefficient au premier à Taide de 
l'équation (35) 

a^'i 16 li» rfa 

On a 

rflo£:f^-J * I dP I ^O 



du F <^a 






et, en remplaçant ^ par sa valeur, 

Si, dans le dernier terme, on met à la' place de Q^ et de P' les quantités 
égales PQ 4- aHQ, PQ — aHP, cette équation devient 

Calculons le dernier terme 
Comme on a 

dG àG ^^ ôH an ^ , ^ , 

àCr dG , . , r / 
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il vient 

Qm -- -f Pi/--^ r^6G'-f- 2ll(a'- f')[9{«i' - i'^y-hSaaV'] — i6Ha«/{i f- 5aV), 

et, en remplaçant G'* par PQ -h H^ 

eu vertu de Téquation modulaire (4o)f cette expression se réduit à 

Qw^?4-Pi/^^£PQ-+-ioH(ii»-i^7. . 
On a ainsi 

«Q ^^^ :-64wc(i-a*i/^)4- pjj^ ^, 

e(, en remplaçant H'^ et PQ par leurs valeurs (4^) et (4^)» et tenant 
compte de Téquation modulaire, 



du u^ — v^ du 4("'~^^)* 

On en déduit 

% 

On obtient de cette manière la formule de transformation 



ffi — x — ei— — - — x'-\-x* 

(/ — //* p ^' P u* 

(^5) ff'— ;,(,_ „t,»j' J^— !/(«'+-«;') , 4^> / 

O» ,.3 O' ,,2 



a" " W 



On arrive plus rapidement au résultat en se servant de l'une des 
équations (37). Parmi les relations qu'elle fournit, les deux premières 
sont 
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L'élimination des termes contenant ^^ k la première puissance donne 






on verra que le second membre est carré, et Ton fera le choix du signe 
en substituant dans Tune des deux relations. 

Pour n=3f l'équation modulaire n'a pas de point double; pour 
/i = 5,elle en a huit (n^ 413). Le produit PQ, donné par la formule (43)» 
est nul en tous les points où deux racines sont égales; le second facteur 
II* — i^ correspond aux points critiques, le premier u^ 4- v^ aux points 
doubles; mais l'équation (4o), dans laquelle on fait v^ = -^ m', se ré- 
duite «•-!- I = o, de sorte que le discriminanlest II* (i — !!*)*( I -hu*)''^. 

m 

Transformation du septième degré. 
418. L'équation modulaire (20) se met sous la forme 

Nous poserons 

tWTz^t, P=/(l — I) H- /•, 

d'où 

a» -h v^z=zi + r- (1 — /)»= I -f- P — (i — 0'- 



On en déduit 



(47) 



•'" 1-— II* 

(P — a*)(P— i/»)=— .j|2(,_ tY[^\'-t + t^)\ 
_ (1 — ^/«)(^«— P) u'~ f 

^ ' ^ p_ V*' du M (!>_(;•) 

82 
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L'équalion (35) nous donnera le rapport du second coefficient au 
premier. On a 

/n .xrflOg(a^*î)* / J)p \p_t;« / jp \p_tt. ,>p DP 

' du \ ^u /P — M"* \ Dv /P— i^* i)a Di' 

en remarquant que 

du ^i^ ^ ' 

cette équation se simplifie et devient 

^ ' t(i-~ ty(i— t-^t^y 

Si Ton remplace (a' — v^}^ par sa valeur 

= [(I - /*)'- (I - /)•] [(I + /*)'- (I ~ /)•] 

= l6/M> — 0'(»— /-h/')'(2— /-hr»){l — f -<-2/»)(2 — 3i-f-2/»), 



on trouve 



M( P _ (,.) ^ '^^1^^^'^^' = i6/^(l - / -f /')(2 - / + 2/'), 



rf \0S{a('^Y _ 16P — «• 2— / + 2/ 



rr» 



du 7 " (I — /)"(! — / -h /^) 

«f ') __ (1 — K*)(P — tt») 2 -/4-2 /' ^t—U^ 2— /4-2/» 

«T^ "" ô* iT^~/)»(i — /"ï"/^) "" • a« (I — /){i— /-h /»)' 

419. Nous connaissons le dernier coefficienr a^'^ = — 5^, --a^*\On 
en déduit, en remplaçant ^, par sa valeur tirée de Téquation (3i), 
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L'équaiioQ (36) nous donnera le rapport de Tavant-demier coefficient 
au dernier. On a 

d Xon ^'^' — "') 

d log(/i(*J)» _ ^ w* ( i^i;* ) 3 rflog («^ 
du du * ^ du 

a(P — «'M ^ - 

du 

= 24/ ( I ~ / 4- /') ( I — 4/ -+- 4i»— 4/» -f- r ), 

d\og{a(^^y _ 9.4 (P — «')^i— /H- /M 
rfa """""7 «/{! — /)• * 

et, par suite, 
On oblient ainsi les formules 

,7rM ^(») ^ni 

I -^ : X^-\ X* H X* 

Pour n = "j, l'équation modulaire a seize points doubles; d'après la 
troisième des formules (47)» ils sont donnés par l'équation i-^t-ht^ =0; 
puisque /' -h i = (f h- i) (/' — ^ -h i) , on a ^» = — i , et par suite, 
u*-^ç^= 2t, mV"~ t^; on en déduit a* == ç^'z^ /, d'où i — M*-ha** = o. 

Ainsi le discriminant est a'(i — a*)* (1 — a* -1- l/*®)^ 

82, 



(48) 
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Équation différentielle entre les modules. 

420. Nous avons vu (n^ 279) qu'une période quelconque de Tinté- 
grale elliptique de première espèce satisfait à l'équation différentielle 
linéaire du second ordre 

(49) rfA- -*'^=°' 

qui admet, par conséquent, pour intégrale générale Ç = aw -h h<ù\ a et 
b étant deux constantes arbitraires. Si Ton pose Ç = kk'^l^^^ cette équa- 
tion devient 

Considérons une autre solutioa «'w 4- fe'w' de l'équation (49)» ©t 
posons 






nous aurons, en vertu de la relation (35) du n^ 279, 



Ç.^ = ,^-6^)(„g-„.J)=- 



dp ^ ^, f ,^( d(ù' _ ,d(ù\ 27rf'(flfr^ — ba* ) 



et, par suite, 

dk 

En substituant dans l'équation (5o), et laissant la variable indépen- 
dante quelconque, on obtient l'équation 

(5i) 2rffrrf»/r - 3(rf'fr)' 4- (-^:|-y dk^ -^ (^^J [^rfpd-p - 3(rf»p)'l. 

En appelant gi>i, a>'^ les périodes elliptiques relatives à un autre mo- 
dule ^4, et posant 

ûf', Ml -4- ft', &/, 

^' tfi G>i + b\ fc>', 
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on a de même . 

Lorsque les deux modules k et k^ varient simullanémeut, de manière 
que Ton ait constamment /}« =:= p, des deux équations précédentes on 
déduit l'équation différentielle du troisième ordre 

La relation p^ = p^ qui est de la forme 

a\ |3\ ^ étant trois constantes arbitraires, en est l'intégrale générale. 
Les deux couples de périodes des fonctions elliptiques qui résolvent 
le problème de la transformation satisfont à une relation de cette forme 
(n®390); on en conclut, comme cas particulier, que l'équation modu- 
laire, quel que soit son degré, donne une solution de l'équation (5si). 
(Jacobi, Fundamenia nova.) 
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CHAPITRE III. 



RÉSOLUTION DE l' ÉQUATION DU CINQUIÈME DEGRÉ. 



421 . Galois avait annoDcé que, jusqu'à n = ii^ le degré de l'équa- 
tion modulaire peut être abaissé d'une unité. MM. Hermite et Betti ont 
donné de ce théorème deux démontrations basées sur des principes 
diiTérents. Considérons une fonction symétrique ou alternée ((^a^ ^p) de 
deux racines de l'équation modulaire, puis la même fonction de deux 
autres racines, et ainsi de suite jusqu'aux deux dernières racines» et 

désignons par U une fonction symétrique de ces quantités; on dé- 

montre aisément, à l'aide des lois de permutation établies précédem- 
ment, que, lorsque n ne surpasse pas 1 1 , parmi les différentes manières 
d'associer les racines deux à deux, il en est pour lesquelles la fonc- 
tion U n'acquiert que n valeurs pour chaque valeur de u et, par consé- 
quent, satisfait à une équation du degré n. 

Autour de chacun des points critiques, une racine ^a reste holo- 
morphe, et la racine associée (^^ acquiert les n autres valeurs; la quan- 
tité (i^a9 ^p) et, par conséquent, la fonction U prennent n valeurs, formant 
un système circulaire. Si cette fonction n'acquiert dans toute l'étendue 
du plan que n valeurs, il est impossible que deux de ces valeurs aient un 
élément commun (^a*^p); car, par un chemin convenable, v^ devient 
égal a la racine qui reste holomorphe autour de l'un des points cri- 
tiques; si deux valeurs de U avaient un élément commun {vo^, ç^), sans 
être identiques, elles engendreraient deux systèmes circulaires de 
n valeurs chacun. On peut associer deux racines t^a et ^^ prises à volonté; 
car, autour du point critique où ^a i*^ste holomorphe, {>^ acquiert les 
n autres valeurs. Dans une valeur de la fonction U, deux éléments ne 
peuvent présenter une même différence d'indices, parce que, si l'on 
décrivait le lacet (0) un certain nombre de fois, Tun des éléments de- 



RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION DU ClNQnÈME DEGRÉ. 6»5 

viendrait égal à Tautre. Dès qu'on a reconnu que le lacet {a^) fait 
acquérir à la fonction U les méihes valeurs que le lacet (0), on est 
certain que cette fonction n'a que n valeurs dans tout le plan, les autres 
lacets se ramenant aux lacets (a») et (0). 

422. Ces considérations permettent de trouver aisément les modes 
favorables. Nous associerons les racines par différence, et nous ferons 

le produit des quantités. 

Pour n = 5,. si Ton prend comme premier facteur V — t'o» la combi- 
naison 

(1) U:=(V-M(<'.-<'0(*'»-t'.) 

est la seule dans laquelle la différence des indices dans les derniers 
facteurs ne soit pas la même. Par le lacet (0), celte fonction acquiert 
les cinq valeurs 

U. =:(V-i'.)(i', ~-(^4)(i'.-i'.). 

(2) / U,r=:(V-~P0(t'3~-t^,)(i'4-i'«), 

D'après la loi de permutation écrite au n** 408, le lacet (a^) repro- 
duit ces mêmes valeurs dans un autre ordre; on en conclut que la fonc- 
tion U n'a que les cinq valeurs précédentes, et> par conséquent, qu'elle 
satisfait à u ne équation algébrique entre u et U, du cinquième degré en U. 
Pour w = -y, il y a deux combinaisons favorables 

(3) = (V-i;o)(i', -i',)(c4- «/.)(♦'. -t's), 

(4) Ur^(V-i^.)(*'»-«'.)(^»~«'0(<'.-*'s)- 

On les obtient de la manière suivante : sur le lacet (ao) la loi de 
permutation est (V, ^5, t^e» ^4» ^a» ♦'m ^2)- Prenons comme premier fac- 
teur V — f^o» ^t comme second f'a — <^a» P^r exemple V2 — ^3; quand on 
décrit le lacet (ao)» le produit (V — f'o) (^2 — ^s) devient (('j — ç^o) (V— f^i): 
le premier produit complété, devant reproduire le second après le 
lacet (0) parcouru une fois, contiendra le facteur ç^ — ç^, qui donne 
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naissance à t'» — r©, et, par suite, le dernier facteur sera i^, — ç^. Par 
le lacet (0), la fonction (3) acquiert sept valeurs; ces mêmes valeurs 
se reproduisent sur le lacet {a^); on en conclut que la fonction U satis- 
fait à une équation algébrique entre u et U, du septième degré en U. 
La fonction (4) jouit de la même propriété. 

Pour /i = 1 1 , on a aussi deux combinaisons favorables 

(5) U = ( V— v,)(v^. — n) (va — i/«) (t/, — i;,) ( v, — v^)[vt — v.), 

que Ton obtient de la même manière. Sur le lacet (^o) la loi de per- 
mutation est (V, ç'i, ^j, r4,('s, i^9, f^2, ('g, Vi, ^5, ^,o). On prendra comme 
premier facteur V — (^^^ et comme second s^^^ — s^ol. Pour w = i3, il n'y 
a pas de combinaison favorable. 

423, De l'abaissement du degré de l'équation modulaire pour n = 5, 
M. Hermile a déduit une méthode de résolution de l'équation du cin- 
quième degré par les fondions elliptiques [Comptes rendus, t. XVIII). 
Formons l'équation du cinquième degré en U. Les valeurs de U étant 
finies pour toutes les valeurs finies de a, le coefficient de U' est égal a 
l'unité. Pour i^ = oo , les six valeurs de (^ sont infinies, l'une du degré 5, 

les autres du degré -= (n"" 408); les cinq valeurs de U sont infinies et 

du degré -g-'^ la somme des ordres négatifs de la fonction U étant égale 

a 27, l'équation est du degré 37 par rapport ku {n^ 135). 

Pour les valeurs de u très-petites, les valeurs approchées de v sont 



a I aisi a«< . a«i . %«i 

a -— — 3 — 4 



et, par conséquent, celles de U sont 

618 6<i 6-Ki tt®'* 6»! 

(7) U. = 2»5'«», U,=U,eS \],= V,e " , U,=U,c " , U,=C.e '. 

Nous avons posé ^ = — ; posons de même 
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les coefficients de l'équaiioa en ^ étant des polynômes entiers en u* 
(n^ 401 ), ceux de Téquation en $ jouiront de la même propriété; les 
valeurs de <b ne devenant infinies que pour u = o, celte équation est de 
la forme 

p=k 
Eu remplaçant par -^, et multipliant par i/*, on obtient Téquation 

Pour les valeurs très-petites de a, les valeurs de U étant très-petites du 

3 - 

degré p» et formant un système circulaire, on a |3o = 9, «5 = — 2*5% 

8(j3p— 9) -i-i5yo>3, et, par suite, |3^>io — 3/>; nous prendrons 
^p=io — 2/>. L'équation cherchée est donc de la forme 

P=k 
Si l'on considère la fonction 
relative à la variable u^ =:^ -) on a 

(U)=^^-— ? (,V-«;a)(i;,-i'i) (</,-«'.)=-, 

^ V C» C, i', t'a t'4 " 

puisque le produit des racines de Téquatiou modulaire (n'' 41 1) est égal à 
— u*. Ainsi l'équation (8) ne doit pas changer quand on y remplace u 

par - et U par —^' Mais, par cette substitution, Téquation devient 

P=i 



p = i 



83 
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on eo conciul qu'elle ne conlient pas de terme eu U^ et que Ton a 

L'équation se réduit à 

I -h «* ( flfc -4- 6i «• -h 6| tt'* -f- âi tt" ) =-^ o. 

Pour ti =:^ I Ja racine (^o de l'équation modulaire est égale à + i , et les 
cinq autres à — i (n^ 406); les cinq valeurs de U s'annulent; les poly- 
nômes en Uf coefficients des diverses puissances de U dans l'équa- 
tion (9), devant s'annuler pour u = j, on en déduit a, "= o, a, ~ o, 
64 =^ — 2a4, 65 = -- as, ce qui réduit l'équation à la forme simple 

Nous connaissons le coefficient a^; il reste à déterminer le coefficient 
a^; nous suivrons la marche qui a été indiquée au n®411 pour le calcul 
de l'équation modulaire. Aune valeur réelle, positive et très- petite de a, 
correspond une valeur de p de la forme p = si, s étant positive et très- 
grande et par conséquent une valeur deq réelle, positive et très-petite. 
En développant (p{p) en série et se bornant aux deux premiers termes, 
on a 

u — 2~'q*(i — q), i/, — 2^ g* • ( 1 - q^), 

Vi— v^ = 12^ sin -g-ï \ » -i- 9 /> ^7 — ^3 = «2 sin V ? \' "^ ï /» 

En substituant dans l'équation (10), divisant tous les termes par^'*, 
puis égalant a zéro le terme constant et le coefficient de q^, on 
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5 

trouve a» ^ - vt^5^, a^ = — !i*5\ L'équalion cherchée est donc 

(i I ) U*— V5»M« ( I — u*y\] — 2«5' «•'•(i — n*y (i -^ii*)=z o. 

424. Si Ton pose ce = AU, celle équalion devient 

(12) JT*— îi*5*/i<««(i— ii»)*j; — ^•5*A»a»(i — «•)»(!-+- m«)=:o. 

m 

On sait que M. Jerrard a ramené l*équation générale du cinquième degré 
k la forme 

(l3) X^ — kx — B::r:0. 

Or on peut disposer des deux paramètres u et A que renferme l'équa 
lion (i:k)« de manière à identifier les deux équations précédentes. Il 
suffit pour cela de poser 

». 

d^où 



4 A !-+-«»' 

en substituant cette valeur de h dans Téquaiion 

■ 

on arrive h Téquation du second degré 

. \ «V- 4aVa\ «7 

De cette dernière équation» on déduira m* ;» et par conséquent w* 

ou k; on cherchera Tune des valeurs correspondantes de qoii de p; on 
en déduira les six valeurs de (^, et par suite, à Taide des formules (2), 
les cinq valeurs de U; en les multipliant par la quantité connue A, on 
aura enfin les racines de l'équation proposée (ï3). 

83. 
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425. On verrait de la même manière que, pour n = 7» Téquation 
en U, qui est du Si* degré en a, est de la forme 

La considération du discriminant (n° 413) seri a déterminer le dernier 
terme. On obtiendra les quatre coefficients qui restent dans Téquation 
en développant en série, comme précédemment, la fonction ?(p), et 
poussant le développement jusqu'au cinquième terme» savoir : 

On trouve ainsi, pour la première combinaison, 

d'où 

On déduit la seconde combinaison de la première, en remplaçant i 
pa r ~ i . 
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THÉORÈME D'ABEL. 



CHAPITRE PREMIER. 

INTÉGRALES ABÉLIEinrES. 

426. Soit T{œ^y) — o une équation algébrique et entière, irréduc- 
tible, et du degré m par rapport à y. A chaque valeur de œ corres- 
pondent m valeurs de^. Lorsque la variable œ part d'un point fixe Xj^, 
j ayant une valeur initiale ^o* et décrit différents chemins qui abou- 
tissent à un même point Xy la fonction algébrique^ acquiert m valeurs 
en ce point. Nous associerons à la variable x la valeur correspondante 
dey sur chaque courbe, et nous appellerons /?oi/i^ analytique le sys- 
tème des valeurs de x et y. Nous dirons que deux courbes décrites par 
le point (a?, y) se coupent, lorsqu'au point d'intersection des deux 
courbes géométriques qui figurent la variation de x la valeur de v est 
la même. Le point analytique décrit une courbe fermée, ou un cycle 
(n^ 104), lorsque la valeur de y redevient la même au point de départ. 

On a donné le nom A'intégrales ahéliennes aux intégrales définies 



(l) l^[x,r)d^y 



dans lesquelles ^{x^y) est une fonction rationnelle de x et j. Ces 
intégrales rentrent dans la catégorie de celles que nous avons étudiées 
dans le Chapitre IV du troisième Livre; car la quantité u = (p{x,y) est 
elle-même une fonction algébrique de x^ satisfaisant k une équation du 
degré m par rapporta u. 
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Nous avons démontré (n" 106) que, pour chaque valeur de x, l'inté- 
grale acquiert m valeurs, augmentées chacune de multiples quelcon- 
ques de certaines périodes. Nous nous proposons maintenant de recher- 
chéries intégrales auxquelles on peut ramener toutes les autres, quand 
Téquation F(a7, v)~ o reste la même, et que la fraction rationnelle 
y(.T,y) est quelconque. 

Nous mettrons d'abord l'intégrale sous la forme adoptée par Abel. 
Concevons que l'on opère une substitution du premier degré 

_ bx^ 4- 6'/ -f - A" __ ex" -4 - cy 4- c" ^ 

• ^ ^ ôx' -f-V/ -+- rt''' ^~~ ax' 4- ay -h a"^ 

l'équation proposée se transforme en une équation f{oc\y) = o, du 
même degré; désignons par m ce degré par rapport aux deux variables 
x' et y. Si l'on pose 

A = «' fc'' — *' a\ k'-r^a^b- b'^a, A" = ab' - ba\ 

x' r' 

et si l'on rend l'équation homogène en y remplaçant x ety par ^^ 77» 
et multipliant par jz'"*, on a 



Aâ Ai 



dx 



/A-^-f-A'-^ + A"-^Wx' 
\C dx' ^^ dy^^ dz'r'' 



'*./_!_ ^»\tÉL 



{ax'-ha'y-^an ^y 



La fraction 9 {x,y) est le quotient de deux polynômes entiers M et N; 
appelons n le degré du dénominateur, n' celui du numérateur; après 
la substitution, on aura 

M' et N'étajit des polynômes entiers en x' ety, le premier du degré n\ 
le second du degré n. Si l'on pose maintenant 

\ dx' dr' dz' ) 

ih(x\ r')= - ^ ^ -^^ 
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l'intégrale prend la forme 

W) 

Dans la nouvelle fraction rationnelle i^{œ\y)y le degré du numérateur 
surpasse de m — 3 unités celui du dénominateur. 

427. D'après cela, étant donnée l'équation /(a?, j^) — o du degré m 
par rapport a â? et à v, nous considérerons l'intégrale 

dans laquelle 4^(^97) désigne le quotient de deux polynômes entiers 
MetN, dont le second est d'un degré quelconque n, le premier du degré 
n -h m — 3. La substitution du premier degré nous permet de supposer 
que l'équation renferme un terme en y et un en af*; les m valeurs de j 
conservent alors des valeurs finies pour toutes les valeurs finies de 00, et 
deviennent infinies avec œ; nous pouvons supposer aussi que les m va- 
leurs du rapport — restent finies et différentes, quand œ devient infini; 

chaque branche de l'intégrale conserve alors une valeur finie au point 
o^' =: 00 sur la sphère, et reste holomorphe dans le voisinage de ce 
point; car la quantité ç'— ux^ reste finie (n*' 110). 

On peut remplacer la fraction rationnelle ^ par une autre dont le 

dénominateur ne renferme que la variable œ\ Soient, eu effet, 

N = éa/" -i- frij*""' -t- . . . -I- On y 

les coefficients a et 6 étant des polynômes entiers en a?, dont les degrés 
sont marqués par les indices. On sait que, si l'on élimine j entre les 
deux 6qualions/i^ o, N ^ o, le premier membre de l'équation résul- 
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tante X = o est le déterminant 



\ = 



Oo 


ûl 


«a 


o 


a. 


âi 


• • 


• • 


• 


o 





o 


b. 


b, 


b. 


o 


b. 


é. 


• • 

o 


• 

6 


O 



a. 



o 

dm 



• • • • • 



• • * • 



• • • • • 



• • • • • 



... o 

... o 

* • . • 

• • . CLm 

. . . O 

. . . O 

• • • • • 



Cest un polynôme entier en x du degré m/t. Si l'on multiplie les élé- 
ments de la première colonne verticale pary*"^"~* ceux de la seconde 
pj^ryn+rt-a^ ^ ccux de ravant-dernière par j, et qu'après les avoir ainsi 
multipliés on les ajoute à la dernière, on remplace cette dernière co- 
lonne par 

r^'fy r'fy • • M /, r"~' n, r-'N, . . . , n, 

sans changer la valeur du déterminant; mais alors ce déterminant, 
ordonné par rapport aux éléments de la dernière colonne, se compose 
de deux parties, contenant en facteur, Tune/, l'autre N, et l'on a 



(3) 



X---A/4-BN. 



Les polynômes A et B sont les déterminants que l'on obtient en rem- 
plaçant dans le déterminant X la dernière colonne par l'une ou l'autre 
des deux suites 

r 9 /^l'»«> ^9 ^> • • • > ^9 ^9 

O, . . . 9 Oy..*9 O, J^ 9 y > • • • » *5 

ordonnés par rapport à j", ils sont de la forme 

A = A./*-' -+- A,/^» -h . .-+-A«_,, 
B = Bo^-"- 'H- B,/-^'-^ . . . - - B«-,. 

Les coefficients Aa et B^, qui sont, au signe près, les sous-déterminants 
relatifs aux éléments de la dernière colonne, sont des polynômes entiers 
en X du degré {m — i) {n — i) -i- A, et, par conséquent, les degrés des 
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polynômes A et B sont respectivement mn —m etmn — n par rapport 

aux deux variables x et y. 

. M 
Cela posé, si Ton multiplie par B les deux termes de la fraction ^^^ 

on aura, en vertu de la relation (3), et en tenant compte de l'équation 

M _ BM _ BM 

N "~ BN "^ X " 

Le dénominateur de la nouvelle fraction ne contient plus que la va- 
riable X. Le numérateur est un polynôme entier en x et j, du degré 
mn -f- m — 3 par rapport a ces deux variables, mais seulement du degré 
// 4- 2/n — 4 par rapport à/; nous le représenterons par 

en indiquant par des indices les degrés des coefficients. 

428. Il est clair que l'équation/::^ o permet de réduire ce polynôme 
au degré m — i par rapport à j, sans changer le degré total; soit 



BM ^ x'^,._ ,^-M- x;,, .,r-' + . . . 4- x; 



m/i-HOT — 3« 



On peut même le réduire au degré m — 2. On a, en effet. 






X' 

""'' ^ Jy — ^mn — tj ^^ -^ninj t- . . . t- iV^/i + m— 3 — "> 

ma. ' 



•^0 



et, par suite, 

fBM dx _ rX^n-a , ^ rn dx 
J^ f; "-j^ï^i^^x^^-^jx/;- 

En faisant abstraction de la première intégrale, qui s'exprime par une 
quantité algébrique et le logarithme d'une quantité algébrique, on a à 
considérer l'intégrale 

'<> m- 

84 
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dans laquelle le dénominateur X est un polynôme entier en x du 
degré mn, et le numérateur H un polynôme entier en a? et j du degré 
mn -f m — « 3 par rapport k ces deux variables, mais seulement du degré 
m— 1 par rapport à y. 

Si Ton divise par X les coefficients X^^, X^,„+,,... du polynôme H, à 
partir du second, en ordonnant par rapport aux puissances décrois- 
santes de Xf on aura des quotients Cq, Ci, c^,..., c^., de degrés marqués 
par les indices, et des restes Ro, Rn . . . , R,„.3 du degré mn - i . En posant 

R - K,n - .r""" -^ R*^**- ' -^- R.r "* + • • • -^ R«-3- 
on a ainsi 

H ^ R 

et l'intégrale (4) se partage en deux parties 

Chacune des fractions rationnelles "^"S ^'*'* se décompose en 
une somme de fractions simples de la forme z — — ..^ A étant une 

^ (x — a)i 

constante et a une racine du dénominateur. La seconde intégrale se 
décompose donc en intégrales telles que 

6 étant un polynôme entier en y, indépendant de x^ et du degré m — 2. 
Intégrales ahéliennes de première et de seconde espèce. 



429. Considérons la première des intégrales (5), savoir 



(7) 



Qdx 



fr 



Le polynôme Q, du degré /w — 3 en a? et j^, renferme ~ — ^-^~^— 
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coefficients; on peut donc ramener toutes les intégrales (7) a 

' — — — — ' intégrales particulières de cette sorte. Parmi ces inté- 

grales, il en est qui conservent une valeur finie sur toute la sphère; ce 
sont celles-là que Ton appelle intégrales de première espèce. D'après ce 
que nous avons dit au n^ 427» les m valeurs dey restent finies pour 
toutes les valeurs finies de Xj et le point a? = 00 est un point ordinaire 
pour la fonction V; il suffit donc d'examiner ce qui a lieu quand//= o, 
c'est-à-dire aux points où plusieurs racines de réquation/= o devien- 
nent égales entre elles. Soit (^o J^O un point où n racines de l'équa- 
tion/= o sont égales ày<; posons x = Xi'\- x\ y = yt 4- y. Dans le 
cas particulier où la dérivée^I n'est pas nulle, on a (n** 33) 

/=(A^'-l-B/") + ...; 

les n racines égales forment un système circulaire et sont représentées 

par la série 

I » 

on en déduit 






/y = nBj'*-' -h. .,:=v\x' "H 



La fonction u= ^y placée sous le signe somme, étant une quantité 

infiniment grande d'un degré inférieur à l'unité, l'intégrale conserve 
une valeur finie, mais elle acquiert n valeurs difi*érentes, quand la 
variable tourne autour du point critique (n^ 107). 
. En général, les n racines égales se partagent en plusieurs systèmes 
circulaires représentés chacun par une série de la forme 

y:zzV^X'P-hVtX'"P -+- 

Si A^'*a7'P est le premier terme d u premier groupe dans l'équation (n*' 34) , 
/est, par rapport à x\ un infiniment petit du degré a^ 4- ^, et, par 

conséquent,y^' un infiniment petit d'un degré (a— 1)- H- p, égal ou supé- 
rieur à l'unité. Supposons que dans le numérateur Q — Q, -1- 2A'y*'a?'P' 

on ait remplacé y par sa valeur; pour que l'intégrale reste finie, il fau- 

84. 
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dra égaler à zéro le terme constant Q, et les coeiBcients de tous les 
termes dont les degrés sont inférieurs ou égaux à (a — i ) 2 -f- (]3 — i). 

Chaque point double k tangentes distinctes donne la seule condition 
Q< = o. On obtiendra ainsi un certain nombre de relations linéaires entre 
les coefficients du polynôme Q; si m* est le nombre des relations dis- 
tinctes, il restera m, = (^""')(^"-^J _ ^^ coefficients arbitraires; ce 

sera le nombre des intégrales de première espèce. Pour toutes ces in- 
tégrales, les points critiques sont ceux de la fonction algébrique y^ 
définie par l'équation /(a?,^') =o; les mêmes cycles donneront leurs 
périodes; nous avons vu (n^' 111 et 242) que le nombre des périodes 
distinctes, pour chacune d'elles, est au plus égal à2(f> -- i) — a(m— i). 
Outre ces intégrales toujours finies, nous en prendrons wl autres, 
que nous choisirons de manière que chacune d'elles satisfasse aux ni 
équations de condition, excepté une; ce seront les intégrales de seconde 
espèce. La première satisfait aux m' conditions, excepté la première; 
la seconde aux m' conditions, excepté la seconde, et ainsi de suite. 
Chacune des intégrales de seconde espèce ne devient infinie qu'en un 
point sur la sphère. 



Intégrales abéliennes de troisième espèce, 

430. Dans l'intégrale (6), la lettre a désigne un paramètre arbi- 
traire, et q un nombre entier quelconque, cette intégrale étant la dé- 
rivée d'ordre q par rapport k ce paramètre de l'intégrale 



(8) / 



Gdx 



(^-û)/;' 



on peut se borner à étudier cette dernière. Le polynôme G, indépen- 
dant de 07, et du degré m — 2 en j, contient m — i coefficients; on a 
donc m — i intégrales de la forme (8). Mais nous considérerons le cas 
plus général où G e«t un polynôme entier en x et y^ du degré m — a 
par rapport à ces deux variables. Par une substitution entière et du 
premier degré, analogue à une transformation de coordonnées, nous 
mettrons la droite x — a = o sous la forme a a? -+- /3^ -4- 7 = o; l'inté- 
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grale devient alors 

Nous assujettirons d'abord le polynôme G à satisfaire aux condi- 
tions nécessaires pour que l'intégrale conserve une valeur finie aux 
points critiques relatifs à la fonction algébrique y; il restera un 
certain nombre de coefficients arbitraires. La droite ax -\- ^y -\- y = o 
:;oupe la courbe /== o en m points (^^yi), (^2» Ja)»- • (^m»7//;); 
nous assujettirons en outre la courbe G = o, qui est du degré m — 3, 
à passer par /w— 2 de ces points, par exemple par les m— n derniers; 
de cette manière, la fonction Y ne deviendra infinie qu'aux deux points 
(^i»7i)» (^3»JK2)> qui sont des pôles simples delà fonction i^ placée sous 
le signe somme, et des points critiques logarithmiques de l'intégrale 
(n** 108). Telles sont les intégrales de troisième espèce. 

On peut ramener toutes les intégrales (9) à m — i intégrales parti- 
culières de troisième espèce. Soient ^n eff'et G, ~ o, G2 = o,..., 
Gm., =rr o des courbes particulières du degré m — 2, satisfaisant aux 
coudiiions relatives aux points critiques, et passant par tous les points 
d'intersection de la droite aa? -!-|3j h- 7 = o et de la courbe / = o, 
excepté deux, savoir : la première, par tous les points, excepté le pre- 
mier et le dernier; la seconde, par tous les points, excepté le second et 
le dernier, et ainsi de suite. Si G est un polynôme quelconque du 

degré m— 2, on peut déterminer les constantes A,, Aj, , A,;,.,» de 

manière que la courbe 

G — Ai Gi — Aa Ga — . . . — Aw-i G« - 1 "^^ O 

passe par tous les points d'intersection^ excepté le dernier; il suffit 
pour cela de prendre 

le premier membre de l'équation est alors décomposable en facteurs, 
et l'on a 

G - A. G, - A, Ga - ... - A,-, G,^, — {ax-^^x-\-y)n, 
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H étant un polynôme entier en x et 7, du degré m — 3. Si Ton ap- 
pelle V,, Va V,„_, les /w — I intégrales de troisième espèce, qui 

correspondent aux polynômes 6,, Ga,. . ., G|„. ,, on en déduit 

V = A.V. H-A,V,-f-...-hA._.V«,:-t- r^f^. 

Toutes les intégrales (9] se ramènent donc à m — e intégrales de 
troisième espèce, et à des intégrales de première et de seconde espèce. 

431. Considérons une intégrale de troisième espèce (9], telle que la 
courbe G = o passe par tous les points d'intersection de la droite 
ao? 4- |Sj -H 7 = o avec la courbe /"= o, excepté les deux premiers 
(^M J^f )» (^8> y-i)' Afin de rendre les polynômes homogènes, concevons 

que Ton remplace x ety par - et "7*, les coordonnées d'un point quel- 
conque de cette droite pourront être représentées par 

a l'aide d'une variable t. Les points d'intersection de ta droite et de 
la courbe /= o sont donnés par l'équation 

qui se réduit à 

puisque les coefficients u^ et u^ sont nuls. Les points d'intersection de 
la droite avec la courbe G = o sont de même donnés par l'équation 

Il faut que ces deux équations admettent les mêmes racines, et, par 
conséquent, quêteurs coefficients soient proportionnels; en multipliant 
G par une constante convenable, on peut faire en sorte que ces coeffi- 
cients soient égaux. On aura alors 

//i "" Uy - • ■— — 



et, par suite» 
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Nous mettrons l'équation de la droite sous la forme 



aA 4 pa;-l-y r-. 



I 1 I 



àl'aide d'un déterminant, que Dous désignerons par le symbole [x,, x,]. 
En se bornant k la partie principale, on a, dans le voisinage du point 



^=— /^"-=-'^8^^-'''' 



et, dans le voisinage du point (a;,, ^3), 

•'ri 



V = J -^. ^^- = Iog(^ - ^0. 



L'intégrale éprouve un accroissement — 2ni ou + aTri, quand le point 
mobile {oo^y) tourne autour du premier ou du second point, dans le 
sens positif. 

Intégrales ultra-elliptiques. 

432. On appelle ainsi les intégrales abéliennes que Ton obtient 
quand Téquation proposée est de ia forme 



(10) 



; »rr {x — a,) (.r — a,) • • • (^ — «>«)» 



le second membre étant un polynôme entier en x, du degré a/i ou 
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an — I, et le second cas se ramène au premier. La réduction de ces in- 
tégrales est facile. On a, comme au n^ 270, 

Faisant abstraction de la première partie, considérons la seconde, qui 
est de la forme 



/— 



H (fx 



H et X étant des polynômes entiers en x. En divisant le premier par le 
second, appelant Q le quotient et R le reste d'un degré inférieur à celui 
de X, on arrive aux deux intégrales 



Ç Qdx TR dx 

J r ' J ^ r 



La première est une somme d'intégrales de la forme 

x^dx 



'■" / 



La seconde se décompose en intégrales de la forme 
433. Considérons les intégrales (i i) ; on a 

Dgix'^X) = fnx^-^x -i- x^DsX ^ - mx^-'y'-h — D, (/») ; 

la quantité placée entre parenthèses est un polynôme entier en x du 
degré 2n -i- m - i, que nous représenterons par 



A^^>«*.«i~i^ A,a:=^"^'"-»-h. . . 4- A 



2/l-H»--l > 
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on en déduit, par Tintégration 

rx^-^^-^dx . rx^"-*-'^^dx . rdx 

X^Y = A$ I h Al I -f- • . . H- AjHfur-l I — > 

J r J r J r 

et la première intégrale s'exprime k Taide des autres. On ramène ainsi 
toutes les intégrales (ii) a celles dans lesquelles l'exposant est plus 
petit que 2/1 — 1, c'est-à-dire aux an — i intégrales 

, ,, rdx rxdx Cx^dx Px^'-^dx 

Pour que l'intégrale conserve une valeur finie sur toute la sphère, il 
est nécessaire et il suffit que l'exposant soit inférieur ou égal à n — 2; 
il y a donc n — i intégrales ultra-elliptiques de première espèce, savoir : 

, ,, rdx rxdx Cx^dx C 

^'^^ )t' J-7' J-y-' ' J 

D'après ce que nous avons dit au n° 113, le nombre des périodes 
pour chacune d'elles est a n — 2; nous remarquons qu'il est double de 
celui des intégrales de première espèce. Les n intégrales suivantes sont 
de seconde espèce. 

Les intégrales (12) sont les dérivées par rapport au paramètre a de 
l'intégrale de troisième espèce 

Cette intégrale conserve une valeur finie sur toute la sphère, excepté 
aux deux points d'intersection de la droite x = a avec la courbe (10). 
Soit h l'une des valeurs de/ pour 07 = ^1; les deux points critiques sont 
(a, h), (â, — b)\ la partie principale de l'intégrale 



a:"-^ dx 



(16) I — - 



est log(a?— a) dans le voisinage du premier point, et — log(ir— a) dans 
le voisinage du second point. 



85 
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CHAPITRE II. 



UELA.TION EITTRE LES PÉRIODES DE DEUX INTÉGRALES ABÉLIENNES. 



Relation entre les périodes de deux intégrales abéliennes 

de première espèce. 

434. Appelons U et V deux intégrales de première espèce, relatives 
k une même équation algébrique /(a?, j^) = o du degré m. Le point 0' 
sur la sphère étant un point ordinaire, Tintégrale fUdW^ prise sur 
l'un quelconque des circuits, U et Y étant les valeurs des intégrales 
comptées ii partir de Torigine de ce circuit, est nulle (n*' 111). L'en- 
semble des m circuits donne donc l'équation 

(I) ^Jvdy = o. 

Considérons les/? lacets binaires de première espèce 

qui se rapportent à un système circulaire de p racines se permutant 
autour du point critique a, et les p circuits 

(C)::, (C):;,..., (0:5:;, 

dans lesquels entrent respectivement ces lacets ( n*' 1 12). Cherchons la 
partie qui, dans le premier membre de l'équation (i), correspond à ces 
lacets (Oa). Sur chaque circuit, un élément mm' de la droite Oa est 
parcouru deux fois, dans des sens contraires. Nous désignerons par 
dVg^, rfV^,,... les valeurs de rfV sur l'élément mm\ quand la variable x 
décrit la droite Oa, la racine j^ ayant en l'une des valeurs initiales 
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yg^^ïg, Sur le circuit (C);;;, quand on arrive à Tentrée du lacet (a)|;, 

l'intégrale U a acquis la valeur Uj;; sur la droite 0;n elle augmente en- 
suite de la quantité U^, de sorte qu'elle a en m la valeur US; 4- U^,, 
et l'élément mm! donne l'élément différentiel (U;; + U;';) rfV^,. Quand 
la variable a?, après avoir décrit un petit cercle autour du point cri- 
tique a, dans le séné positif, revient en m, la fonction U a une autre 
valeur U'; en achevant le circuit, on aurait 

U' H- u^ + U": z= o, d'où u'^-u;;h-u^;- 

dS ayant sur/?im' la valeur — rfV^^, on a le second élément différentiel 
(Uj; — U^)<^V.,. Ainsi le circuit (C);; donne, pour l'élément min! de la 
droite Oa, les deux éléments différentiels 

(u::-hu;;)rfv,,-h(u;:-u,";)rfv,.; 

le circuit (C)*; donne, pour le même élément mm\ 

(uî; + u,^) rfv,. -h (uj; - u^J rfv,., 

et ainsi de suite; enfin le circuit (C)*'*:; donne 

En ajoutant ces résultats, on obtient la partie qui dans la somme (i) 
se rapporte à l'élément mm', savoir : 

(a) (us; 4- u-rO rfv,. + (uf; -h u;:) rfv,. + . . . h- {w%-_\ ^ u*;:;) dv,^^.. 

Posons 

et remarquons que ces quantités sont les valeurs de l'intégrale U, rela- 
tives aux lacets de seconde espèce («')«!• («')«î» ••» (^')«J-,' décrits dans 
le sens négatif (n^ 112); la quantité précédente se réduit à 

(3) a;: rfv^. ^ a:; ca^^. + . . . -h a::- ' rfv^.. 

Il faut considérer maintenant les éléments successifs de la droite Oa, 

85. 
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c'est-à-dire intégrer de à a* Si Ton appelle A^,, ^^.•••- 1®» va- 
leurs de l'intégrale Y, relatives à la droite Oa» quand la racine y a 
en Tune des valeurs initiales y^,, J^.t...» on obtient la quantité 

(4) a:; h,, + a:; a,. -+-... -4- a:;:; v. + kX' K^. 

La somme des valeurs de l'intégrale U, relatives aux /? lacets binaires 
de seconde espèce étant nulle, on a 

A«, H- Actj -f . . . -f- A«^_, -h Ab^ ":-=■ o, 

et la quantité (4) devient 

(5) -a::(A,.-a,j~a::(A,,-a,.)~...--a:;:;{a,.--a,^J. 

Nous désignerons par a\\^ oî^fM «f"_. les valeurs de l'intégrale U, 
relatives aux p lacets binaires de première espèce, et par frf;, 
ft^|,.. ., fr^« ^ celles de l'intégrale V, relatives aux mêmes lacets, décrits 
dans le sens positif; comme on a 



K - K = (*^- - A.. ) + (A.. - A.J = *'; -+- K% 

• > 

l'expression (5) se met sous la forme 

(6) - a:: 6f: - a:; (6f; + b\\) - ...~ a:;:; (6J; -h *„!; -h . . . + h%-_\Y 

Telle est la partie qui, dans la somme (i), correspond à un système 
circulaire de racines. Chaque système circulaire donnant une quantité 
analogue, on aura l'équation 

(7) -- 2 [a:: 6f: + a:; (6f: + 6s;) 4- . . . 4- a:;:: (6j; + 6j; 4- . . . 4- 6^^^^^^ 

le signe 2 s'étendant à tous les systèmes circulaires de racines. 

Cette équation peut être mise sous une autre forme. En intégrant 
par parties et remarquant que les valeurs des intégrales U et Y sur 
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chaque circuit sont nulles, on a identiquement 

(8) lf\]dV=z-^lfYdV. 

Si Ton désigne par B;;;, B«; , B^'^-' les valeurs de l'intégrale V rela- 
tives aux lacets de seconde espèce, décrits dans le sens négatif, on 
obtiendra Téquation (7) sous la forme 

(9) 2 [b:: 4: + K {< ^ 4;) -^ • • • - b:;:; (4: 4- 4; + ■ • • + <:'-;)] - o. 

435. Nous allons faire voir que Ton peut transformer cette équation, 
de manière qu'elle ne renferme plus que les périodes de Tune et l'autre 
intégrales. Après avoir choisi un système de lacets fondamentaux de 
première espèce, appelons U,, U2, . ., V,, V2,... les valeurs des inté- 
grales U et V, relatives aux lignes fermées composées uniquement de 
lacets fondamentaux et conduisant de la racine yo ^ chacune des 
autres y,, ja, ..,/«-!• A chaque lacet binaire de première espèce cor- 
respond un cycle simple; nous désignerons par x^; et «j^J; les valeurs 
des intégrales U et V, relatives au cycle simple dans lequel entre le 
lacet binaire (a)^;. Ces intégrales sont nulles, lorsque le lacet binaire est 
l'un des lacets fondamentaux; dans le cas contraire, ce sont des périodes 
de Tune et de l'autre intégrales. Comme on a iH*; = V^, -+- if; — V^^, 
l'équation (7) devient 

^ 2 [a:: <; -h a:; « -h o 4- . . . -.- a:;l; (^f; -h Ki^; ^ . . . -t- <;:;)] 

- 2 (a:: V,. H- a:; v,, -h . . -^- a:;- v,^_^ 4- a::- v,j z^- o. 

La quantité V^ se trouve dans les parties relatives a différents sys- 
tèmes circulaires, dans toutes celles où un lacet binaire de première 
espèce permute la racine déterminée j^^ en une autre; mais nous avons 
vu (n® 112) qu'aux lacets de première espèce, qui permutent la ra- 
cine 7^ en une autre, correspondent les lacets binaires de seconde es- 
pèce, qui entrent dans le circuit de seconde espèce (C')f ; la somme des 
quantités A, par laquelle est multiplié V^, est donc nulle. La seconde 
partie étant identiquement nulle, l'équation précédente se réduit a sa 
première partie, c'est-à-dire à 

(10) 2 [a':;< 4- a':; « 4. tfbf:) 4- . . .4- «':;:; «; 4- <; 4-. . .4- <:;)] = o. 
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Considérons maintenant les cycles formés chacun de lacets fonda- 
mentaux et d'un lacet de seconde espèce; on a, comme précédemment, 
A.',**= Uoc,-f- «'4*— Ua», et l'équation précédente devient 

1 ~2K;u..4.<;u..^...+<.,u.j=:o. 

La quantité Ua est multipliée par toutes les quantités ifb, relatives aux 
cycles simples qui se rapportent aux lacets de première espèce corres* 
pondant aux lacets de seconde espèce qui permutent la racine j'a^n une 
autre; mais ces lacets de première espèce forment le circuit de première 
espèce (C);. Ce circuit pouvant être regardé comme la réunion des 
cycles simples, la somme des quantités h par laquelle est multipliée 
Ua est nulle. Ainsi la seconde partie est encore identiquement nulle, et 
l'équation (i i] se réduit a 

elle est de la forme 

{i3) 2ci>a)' = o, 

(I) et (I)' étant des périodes de l'une et l'autre intégrales. 

Relation entre les périodes d'une intégrale de première espèce 

et d^une de troisième espèce. 

436. Soient [fig. 8^) 



^_ Ç Qdx ^_ r Gdx 



ces deux intégrales. Nous supposerons que l'on puisse joindre les deux 
points logarithmiques (^i> J^i], (^2»79) par une ligne qui ne coupp 
aucun des lacets relatifs aux points critiques algébriques ao, ai,.... 
Dans ce cas, nous formerons un nouveau lacet avec cette ligne, deux 
petits cercles décrits autour des points logarithmiques, et une ligne Oh 
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allant de l'origine à un point de la ligne x^x^. Dans le cas contraire, 
on introduirait deux lacets nouveaux unissant l'origine à chacun des 
points logarithmiques. Chaque circuit enveloppe tous les lacets. Les 
valeurs des deux intégrales étant nulles sur chaque CHTcuit, l'équa- 
tion (i) subsiste. Le lacet [x^x^] n'entre effectivement que dans un 
circuit; quand la variable x décrit ce lacet» l'intégrale Y acquiert sur 




les petits cercles a?, et x^ les accroissements — uni et H- %ni, et, par 
conséquent, reprend à la fin du lacet la valeur qu'elle avait à l'entrée; 
ce lacet ne modifie donc en rien les parties de la somme qui se rappor- 
tent aux autres lacets. Il suffit d'y ajouter la partie fournie par ce 
nouveau lacet; les lignes OA et x^x^n étant parcourues deux fois 
avec des valeurs de Ue/Y égales et de signes contraires, ne don- 
nent rien dans la somme; il reste à considérer les deux petits cercles 
x^ et X2\ le premier donne — aniH^^, le second -h aTriU^,» en- 
semble 2712 (U^.— Ua:J, OU 2 711 / *rfU, l'intégrale étant prise le long de 
la ligne x^x^^ On a donc l'équation 

(i4) \ wû)' f-27r« j dU==o. 

Relation entre les périodes de deux intégrales de troisième espèce. 



437. Soient 



_ Ç Gdx r G'dx 



ces deux intégrales. H faut considérer deux nouveaux lacets (0:1072)1 
{x\x^) unissant, l'un les deux points logarithmiques de la première 
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intégrale» Fautre ceux de la seconde. Nous supposerons que les deux 
lignes XiX2, co\x^ ne coupent pas les lacets relatifs aux points cri- 
tiques et ne se coupent pas entre elles. 

L'équation'(i) subsiste encore. Les nouveaux lacets ne modifient pas 
la partie qui se rapporte aux premiers lacets. D'après le raisonnement 

du numéro précédent, le lacet [oc\x\) donne 27:1 / *rfU; la seconde 

forme de l'équation (8) montre que le lacet [x^x^] donne de même 

— 2ni i 'rfV. On a donc l'équation 

(i5) \ 0)0)' H- 2711 / ^dlj — inij rfV=o. 

Application aux intégrales elliptiques. 
438. Considérons deux intégrales elliptiques 

Jo y Jo y 

l'une de première espèce, l'autre de seconde espèce (n® 273). Suppo- 
sons que les lace.ts relatifs aux quatre points critiques a^^a^, a^, a,, qui 

correspondent aux valeurs -f- i, v? — i, — r de la variable a?, se suc- 
cèdent dans l'ordre positif, et que le rayon 0/du circuit passe entre les 
points ^0 et a,. Sur les deux circuits, la valeur initiale dey étant ±l i, 
les fonctions U et Y ont au même point des valeurs égales et de signes 
contraires, et, par conséquent, l'intégrale fVdY a la même valeur. 

Elle devient infinie avec x; car, si l'on pose a: =r - , et si Ton déve- 
loppe en série suivant les puissances croissantes de x\ on a 



î . a" 



-r- (i -+-a:r'»-4-pa:"-f-. . .), 



dV î 



r 
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d'où l'on déduit 

rfV I 

Le point 0' sur la sphère est pôle de celte dernière fonction. L'intégrale 
relative à chaque circuit, décrit dans le sens positif, est 77- > ce qui 

fait pour les deux circuits — ^^\ tel est, dans ce cas, le second 

membre de Téquation (i). Chaque lacet ne fournit qu'un seul terme, 
et le premier membre, sous la forme (7), est égal à 

quantité qui se réduit a — 2(aj,fr| — flièo) et par suite a — a (ww', — o'o),); 
on retrouve ainsi la relation obtenue au n^ 273, 



(16) — 2 ( W6)', — &)'&),) —— iy^ 



47ri 



439. L'intégrale elliptique de troisième espèce, telle qu'elle s'est 
présentée d'abord, est donnée par la formule (16) du n^ 275; nous la 
mettrons sous la forme 

|3 étant la valeur qu'acquiert y lorsque la variable x va de l'origine 
au point oc par un chemin déterminé Oa,y ayant au point la valeur 
initiale + i. Cette intégrale admet quatre points logarithmiques, savoir 
les deux points (a, ± ^) et les deux points (—a, ± /3). Quand la va- 
riable X tourne autour de chacun d'eux dans le sens positif, l'intégrale 
éprouve les accroissements ± niy qn ni. Joignons les deux points géo- 
métriques a et " ce par une ligne qui ne coupe aucun des lacets re- 
latifs aux points critiques algébriques, et complétons le lacet qui enve- 
loppe ces deux points par le chemin déterminé Ooc. 

86 
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Si U est l'intégrale de première espèce, et V une de troisième espèce, 
l'intégrale /UrfV, conservant une valeur finie quand x devient infinie, 
est nulle sur chacun des deux circuits. Le lacet qui enveloppe les deux 
points {oL, P), (— a, |3) entre dans l'un des circuits; le même lacet, 
considéré comme enveloppant les deux points (a, — p), (— a, — /3), 
entre dans l'autre circuit; ces deux lacets donnent d'ailleurs des termes 
égaux. En désignant par 3s et s' les périodes de V fournies, comme 
celles de U, par les deux cycles formés, l'un des deux lacets (ci^) et [a^)^ 
l'autre des deux lacets (a^) et (ao), on a l'équation 



' rfU=::0 



Pour préciser, nous supposerons que la ligne déterminée Oa passe entre 
les points CI, et a^, ce qui est toujours possible, quelle que soit la posi- 
tion du point' a, et nous appellerons a la valeur de l'intégrale de pre- 
mière espèce, quand la variable x décrit la ligne Oa, avec la valeur 
initiale / = i . Si l'on considère le cycle formé par la ligne qui joint les 
deux points a et — a, la ligne Oa et une ligne symétrique allant de 
l'origine au point — a, on a 

o «/a t/— a 

d'où 






et l'équation précédente devient 

(i8) we'— &)'(£.— T:i) = 2T:ai, 

Le même raisonnement s'applique au cas où U est l'intégrale de 
deuxième espèce, Y étant toujours une intégrale de troisième espèce. 
L'intégrale /UrfV conserve encore une valeur finie, quand x devient 
infinie, et l'on obtient l'équation 

(19) w,e'— («)', (s — 7r«) = 271 tÇ (a). 
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Des deux relations précédentes, on déduit 

Q\a) B(a) o) 

440. Considérons maintenant deux intégrales elliptiques de troi- 
sième espèce 

Joignons les points a et — a» ol' et -— (x! par des lignes qui ne coupent 
pas les lacets relatifs aux points critiques algébriques et qui ne se coupent 
pas entre elles. Si Ton appelle :ii^ et &\ les périodes de la seconde inté- 
grale, relatives aux deux cycles précédents, on a l'équation 

— 2(ee', — e'e,)-4- 27ri 1 rfU— 27:1/ rfV=o. 

Supposons que le lacet [ol) précède le lacet {a')\ avec une disposition 
convenable de ces lacets, et en raisonnant comme précédemment, on 
obtient 

dV = 2l dV-è,-i:i, j rfU=2 / rfU-e', 
et l'équation devient 



a 



ni f" dU-aTTi r*rfV=:le-7rï)e',-e'{e.-7ri)4-7r% 



ou, en vertu des relations (20), 



rfU - r rfV = A'[aÇ{a') - a'K{a)] - ^^ 

L'intégrale (17), exprimée k l'aide de la variable z, est 

c'est celle qui est donnée par la formule (ao) du n" 275; nous la dési 

86. 
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gnons par la lettre sr, afin de la distinguer de l'intégrale II ( z, a) consi- 
dérée par Jacobi. L'équation (ai) devient 

(a3) nj(a', a) — Ts{a, a') =r /,'[aÇ(a') - a'Ç{fl)J - '^-. 

Elle effectue la permutation du paramètre et de l'argument. 

On passe d'une forme à Tautre, en remarquant que Ton a identi- 
quement 

et, par suite, 



ou 



L'équalion (24) montre que les périodes 26)3 et w^ de l'intégrale U{z,a), 
fournies par les deux cycles (a©) + (aj), (a,) h- («o) sont égales à celles 

de l'intégrale ©fz, a -+- ~ u augmentées respectivement des quantités 

— -•ift)DalogX(a), — w'D<,logX(a); ce sont précisément celles qui sont 
données par les formules (a3) du n^ 275. 



THÉORÈME D'ABEL. 685 



CHAPITRE III. 



^ THÉORÈME d'aBEL. 



44t. Une courbe ç (a?, y) = o du degré ^ coupe lacourbe/(a:,^)== o 

du degré 771 en m/ipoints, que nous désignerons par (^ni^i)* (^3»>72)»--« 

Une aulre courbe ^{x^y) = o du degré n coupe de même la courbe 

/=o en mn points (^j, iq',), (C'a, ïj'j),.... Joignons ces points deux .à 

deux par des lignes Ç, ^2» ^2 ^'2**-* 4^^ ^^ ^^ coupent pas, c'est-à-dire 
telles qu'au point d'intersection des deux lignes géométriques figurant 
la variation de^;, la valeur dey ne soit pas la même. A l'aide de cha- 
cune des lignes ^Ç\ de deux petits cercles décrits autour des points Ç 
et^' et d'une ligne Og unissant l'origine à cette ligne ^Ç\ nous for- 
merons un lacet enveloppant les deux points Ç et ^'; nous aurons 
mn lacets de ce genre. Soit 

9 \r r Grrfj: 



u = iog|, y=f 



\Xtf ^ïj/y 



Nous supposons d'une manière générale que les lignes analytiques qui 
forment les lacets (§§')» le lacet (jCi or,), et ceux relatifs aux points cri- 
tiques de la fonction algébrique j" de x, ne se coupent pas. Sur chaque 
circuit, enveloppant tous ces lacets, l'intégrale /Ue/Y étant nulle, on 
a, pour l'ensemble des m circuits, l'équation 

(1) 2/UrfV==-2/V£/U==o. 

Quand la variable x décrit l'un des lacets (Ç^'), la fonction U, éprou- 
vant aux points I et|' les accroissements 4- 27r/et — 2ni, reprend a la 
fin du lacet la valeur qu'elle avait k l'entrée; de même, la fonction V 
sur le lacet (xtXi). Il en résulte que ces lacets n'ont pas d'influence 



686 LIVRB IX. - CHAPITRE II!. 

sur la partie de Tintégrale qui se rapporte aux lacets relatifs aux points 
critiques de la fonction algébrique; cette partie sera donc de la forme 
Zww', 0) et (ù* étant des périodes des deux fonctions U et V (n® 435); 
mais» quand la variable x décrit un cycle, les fonctions entières 9 et <]; 

reprenant leurs valeurs primitives, la fonction log^ éprouve une va- 
riation égale à ^m'ni, m' étant un nombre entier; Texpression iGJu'se 
réduit ainsi a la forme anilm'tù'. 

Le lacet (a?,;r2), d*aprës ce que nous avons dit au n^ 436, donne le 

terme 2ni j 'e/logr* De même, d'après la seconde forme de l'équa- 
tion, chaque lacet (|Ç') donne unlerme 2ni j dW On obtient ainsi 
Téquation 

qui constitue le théorème d'Âbel, dans son acception générale. 

442. On peut associer les points ^ et Ç' deux à deux, de manière que 
tous les nombres entiers m' soient nuls. On sait, en effet, que, si Ton fait 
passer une courbe du de^^ré n par un certain nombre de points pris à 
volonté sur la courbe /— o du degré //i, les autres points d'intersec- 
tion en résultent. Lorsque n est plus petit que m, le nombre n' des points 

que l'on peut prendre a volonté est égal à -^ \ la courbe du degré n 

est alors déterminée; mais, lorsque /lestégalou supérieur à m, ce nombre 
est égal h mn — -, il est moindre que celui qui est nécessaire 

pour déterminer la courbe. A n' points ^1, £3,..., £„' d'intersection de 
la courbe 9 = avec la courbey=o, faisons correspondre n' points pris 
à volonté parmi les mnpointsd'intersection de la courbe i(* = oavec/--=o, 
désignons-les par ^j, S'g,..., C.» et joignons-les aux précédents par des 
lignes arbitraires \X^^ ?2?2"- •• ?«'?«•• ^vec la restriction indiquée. 
Sur ces lignes prenons des points ^' , §3,. . ., ?^,, voisins respectivement 
des points ?i, Ça,. . .» Ç//; par ces n' points nous pourrons faire passer 
une courbe ç"= o du degré n et différant très-peu de la courbe y = o; 



"^ 
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cette courbe coupe la courbe/=o en mn — n' autres points ë^,,^,, 
C._^.,,..., £"„,„, voisins respectivement de £,/+m H,/^-?, .. .» ?,««. Sur les 
mêmes lignes on prendra ensuite des points ^^, ëo.. . ^ 1^' voisins res- 
pectivement de §", , 2*2,.. M C', et l'on fera passer par ces points une 
courbe (f'" = o du degré n et différant très-peu de la courbe (f" = o. 
Cette courbe coupera/= oen d'autres points S^'^,, C.+.:,,..., Cm» voi- 
sins respectivement de C + .» C^»»- • •» ll«» ^t si^^^si de suite; on passera 
de la sorte, par une déformation continue, de la courbe 9 à la courbe (j/. 
La série des points ^;,/^,, C.^^, £^,^,,... formera une ligne continue 
unissant le point ^„f^i de la courbe <p ^ un certain point Ç'„,^. de la 
courbe ^\ de même la série des poinis S^vo» Ci-f-.» C + a»" formera 
une ligne unissant le point Ç„V2 àe la courbe ip a un certain point 
?n+2 de la courbe (|^, et ainsi de suite. De cette manière, la corrélation 
des mn — n' autres points Ç et §' est déterminée : elle résulte de celle 
adoptée pour les n' premiers points. 

Lorsque ^ =<p,h fonction log ~ reste constante sur chaque cycle, 

et par conséquent sa variation est nulle; les nombres m' sont nuls. 
Lorsque la fonction ^j* diflère très-peu de 9, le rapport ~ différant peu 

de Tunité, l'intégrale |e/log|- sur un cycle différera peu de la pré- 
cédente, si elle en diffère; et, par conséquent, le nombre entier m' est 
encore nul. On pourra continuer de cette manière tant que les lignes 
1^', en s'allongeant, ne rencontrent pas les lacets relatifs aux points 
critiques, ou le lacet (a;, X2). Avec ces restrictions, Téquation (2) se 
réduit à 






Le même raisonnement s'applique à l'intégrale abélicnne de pre- 
mière espèce; le lacet (.r, x.2) n'existant plus, l'équation se simplifie 
et devient 



(4) V r dw = o. 



La somme des valeurs de l'intégrale relatives aux diverses lignes qui 
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joignent les points d'intersection des courbes/ et 9 aux points d'in- 
tersection des courbes/ et <{/, de la façon indiquée, est nulle. 

Dans ces deux derniers Chapitres, nous avons mis à profit l'ouvrage 
de MM. Clebsch et Gordan que nous avons déjà cité (n'^ 113). 

Addition des intégrales elliptiques, 

443. La formule de l'addition des intégrales elliptiques de première 
espèce est une conséquence de cette loi générale. La courbe/=o est 
ici 

(5) x'= (' - ^') (» ~ *''^') = I — (1 -+- k')x^-^k'x*. 

Les points d'intersection de cette courbe et de la parabole 

(6) y = px^ -{- qx -hi 

sont donnés par l'équation du troisième degré 

(7) (p'— A-*):c'4- 2pqx^-h[q^-h 2/? -f- 1 -h k^)x -4- ag — o, 

abstraction faite de la racine x = o. Appelons o^i, â72, x^ les trois ra- 
cines de cette équation, ety,, y,, y, les valeurs correspondantes dey 
données par l'équation (6). On peut déterminer les constantes /? et q 
de manière que deux des racines Xt et X2 aient des valeurs données; la 
troisième x^ sera alors fonction des deux premières. De l'équation (7) 
on déduit 

to\ Xj -h Xt ~\- Xi 

X\ Xi X^ 

d'où 



, V X\ '\- Xt JT, — X^ ^xX* ~t~ Xi Yi 
(9) Xi= = = 7- — z j • 

^' pxi Xi — I or, j, — Xi^x I — k^x\ x; 

Supposons que la courbe ^ soit la parabole (6) et la courbe 9 la pa- 
rabole particulière 7 — a?- -4- i , pour laquelle ^r, = ir^ = o, 
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et, par suite, x^ = o. On a, d'après l'équation (4), 



' rfV -\- / rfV -f- / rfV r-r o, 
o Jo Jci 



• t 



OU 

(lO) Zx -[- Zj +- Zi — o. 

La relation (9), sous sa dernière forme, donne la première des for- 
mules (1) du n^ 318, savoir 

.„. .., , ._l{ Zx)V{z,)-^l(z,)V(z,) 

444. Si y est une intégrale elliptique de seconde espèce, on a approxi- 
mativement, pour les valeurs très-grandes de x, 

m 

log 5^ r:r C -f- ^Tr "' d\ r^zt j dx; 

° vp ±h — p X II 

les deux circuits donnent anirrr^ — ;' ensemble 2;ri ,, ^ , » ou, d'a- 

près l'équation (7), 27:107, aJao;,; le second membre de Téquation (4) 
est alors égal à x^ x^x^, et l'on a 

(12) / rfV-f- / c/Vh- / rfV = ^,X,^s, 

ou 

en vertu de la relation (10), c'est l'équation (24) du n** 324. 

445. Considérons enfin le cas où V est une intégrale elliptique de 

troisième espèce, mise sous la forme (17), adoptée au n° 439. D'après 

l'hypothèse faite sur la position de la ligne Oa, le lacet qui unit le 
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joignent les points d'intersection di^*" ^/^^/^^"^^^^ circuit, et 

tersection des courbes/ et ij/, ^ .V^* 

Dans ces deux dernier* *^ '' '*^ ^r, j3j 



-^ ^■ 



de MM. Clebsch et ^ . ^i^ i^r^. P) 






/ , //^ ^'"^^^ entre dans le second cir- 



j ■ 



443. • , f>'^ 






ICI ''^ «^y-" 



I» /fernier terme. On a 

pe la relation j^3 ^p^\ i ya?, -h i, dans laquelle on remplace /? par sa 
valeur (8), on déduit 

1 1 h<l = ■■ — = ; 

Xx Xt Xi ^ XtX^Xi ' 

ii en résulte 
On a de même 



THÉORÈME D'ÂBEL. GUI 

elp par suite, 

a oi} — x\ ^ 'k(a)\{a — Zi) 

On obtient ainsi la relation 

X(z.)X(zO 



I -4- 



(i5) cy(^.)-+-cy(z0 + cj(23)=--log ^ X(St)X(z) '' 

X(ii)X(rt-+-«, -t-z,K 

d'où Ton déduit facilement Téquation (a8) du n^ 325. 



FIN. 
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point (a, |3) au point (*~0c, ^) entre dans le premier circuit, et 
donne 

puisque ?(— a, |3) = 9{«, ]3). L*autre lacet entre dans le second cir- 
cuit, et donne de même 

L'équation (3j devient donc 
Évaluons le dernier terme. On a 

=zTiqa\p ( 1 1 •"^jar 

De la relation j", -/'^s -\ qx^-h i, dans laquelle on remplace/? par sa 
valeur (8), on déduit 

X\ X\ X^ X \X\X^ 

il en résulte 
On a de même 

+(-«,(3)+(«,-P) = -^^[«'-xî+î^'(«r.+*.P)]. 



THÉORÈME D'ÂBEL. GOl 

et, par suite, 



4/(— «, P)4;(a, — P) x.x, «n-4-araP ^ , X(z,)X(z,) 

« «' — J^î "^ X(ii)X(<T — 33) 

On bblient ainsi la relation 



I -f- 



(.5) C>(z.) + CT(Z.)4-aT(Z.)=.-]0g^ '- \;^,);^(,) ^ 

d'où l'on déduit facilement Téquation (a8) du n^ 325. 



FIN. 
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ERRATA. 



Pag® 17» ligne i, en remontant, au iieu de u = r'«-m_^3 — "*-' — -^ — * , , 

Usez ttz=z'»-'-:^ ^ ; J" , • 

Page 18, ligne 8 en descendant, au lieu de tfi 10, Usez tfi 12. 

Page 4<» ligne i, en remontanti au lieu de (va-hc,)«", lisez (va + c,)^. 

Page 60, ligne 6, en descendant, au lieu de i^z~z'i^ lisez i^2 t* z'%. 

Page 85, ligne 1 3, en remontant, au lieu def^z) -> lisez f[z) -• 

Page io3, ligne 7, en remontant, au lieu de -hsinhacoshb^ lisez +sinAa sinA^. 

Page iio, ligne i, en remontant, au lieu de -+- e"^'*'**'*' -+- tf"^"*^', lisez -^e*^**" -t- tf^"^. 

Page 117, ligne 4> ©n remontant, au lieu de -^e^ ^i(«)» Usez — e • ô,(«). 

H y/9 

Page 171, ligne 3, en remontant, au lieu de (^)^, Usez (fi)^. 

Page 176, ligne 4» on descendant, au lieu de supposons qu'on décrive, lisez quand on décrit. 
Page 179, ligne i3, en remontant, au Ueu de points ordinaires, lisez points ordinaires, le premier 

pour la fonction »', le second pour la fonction c = n'z'*. 
Page a68, ligne 7, en remontant, au Ueu de + ^i«, » lisez -+■ l/^ o)\. 
Page 270, ligne 10, en remontant, au lieu de — a^ a", Usez — a^ a'. 
Page 279, ligne 4i en remontant, au lieu de -h A,_,, lisez •+■ A^,., P,. 

Page 319, ligne i, en remontant, au Ueu de B-{o) = K/- , lisez ^{o) = i /^" . • 

Page 353, ligne 10, en descendant, au Ueu de points 6 et c, Usez points a et d. 

Page 36i, ligne 3, en descendant, au lieu de — \- mta-\- m'ot', et les infinis 1- ma> -t- m'w', 

a 2 

Usez — i-a/iiAi + 'n'fij', etios infinis h a/nw -{- m'ùi'. 

a a 

Page 370, ligne 3, en remontant, au lieu de ^Â^ = -i-» Usez V^= vT* 

Page 374f ligne 5, en descendant, au Ueu de les multiplicateurs, lisez le premier multiplicateur. 
Page 395, ligne 3, en descendant, au lieu de /,, lisez f^. 



Page 450, ligne 3, en descendant, au lieu de - — -=7 — - 9 Usez 



(«■•S) ..... •'(«"S) 



dk ' dA 



Page 458, ligne 8, en descendant, au lieu de ^( "T^ ) ~V/ — r~» ''*** ^\"~7~" /^V — i~ 
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Page 467, ligne 9, en remontant, au lieu de qo 201, lisez n** 231. 

Page ^70, ligne 4» on deseendant, au lieu de h- ikh' , lisez -+- aAA" • 

/ff* k' k /g* k k 

Page 575, ligne 9, en descendant, au lieu de !/■ ' ,., , Usez l/ ' ' ' > 

Page 58i, ligne 1 1 , en remontant, au lieu de a l«H-(n — i) 1 — p lisez \z-^[n — i) 1 1 

Pages 590, 591, 593, au lieu de /(«) er cfc jl'|z, -> «' Ji lisez partout -/(«), -^ /(«, -» w' )• 

w — r If — I 

Page 63 1, ligne 8, en descendant, au lieu de {^ — O ^ ''"i ^^^^ ( — ^ ""- 

Page 63 1, ligne 8, en remontant, au lieu de l'équation (10), lisez l'équation (9). 
Page 63 1, ligne 3, en remontant, au lieu de la série (8), lisez la série qui donne w. 
Page 65o, ligne i, en remontant, au lieu de c, , lisez v*. 
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